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INTRODUCAO



“Desde que os principios do Célculo Infinitesimal foram estabelecidos, o analista
se encontrou diante de trés problemas:

Resolucio das equagdes algébricas:

Integracao das diferenciais algébricas;

Integragao das equacoes diferenciais™.

Com este enunciado, Henri Poincard inicia a andlise de seus trabalhos sobre as
equacoes diferenciais, observando que a histéria destes trés problemas havia sido a
mesma, até aquele momento. Mas o proprio Poincaré ird enfocar o terceiro problema
a partir de um novo ponto de vista, qualitativo,

O primeiro trabalho, completamente inspirado por esta abordagem, publicado por
este brilhante matemadtico frances, chama-se “Mémoire sur les courbes définies par une
équation différentielle”. A presente tese trata predominantemente desta memoria,
publicada em quatro partes entre 1881 e 1886: (POINCARF;, 1881}, (POINCARE,
1882), (POINCARE, 1883a) e (POINCARE. 18864), e que ¢ conhecida por estar na
origem da Teoria dos Sistemas Dindmicos.

Partimos dos problemas matematicos contidos nesta obra, para acompanhar seus
desdobramentos, que constituem um momento de génese das idéias matermaticas e que
irao compor uma nova teoria. Nosso objetivo malor, nesta tese, é o de mostrar, no
exemplo do desenvolvimento recente de uma teoria matematica, que as matematicas
nao se compdem apenas da teoria matemética.

Adotamos, em principio, uma exposigio histdrica, por nos possibilitar entrever
uma idéia no instante em que ela surge, guando ainda ndo esta imersa em um sistema
l6gico. As sinuosidades do pensamento matemdtico se escondem, muitas vezes, por
detras da exposicao logica. Mesmo que a sintese 1égica seja, obviamente, um instro-
mento potente no desenvolvimento de uma teoria, ela nao deixa de ser perversa se
aspiramos a compreensio da natureza das idéias gue constituem esta teoria,

A apreensdo do sentido de uma teoria matematica exige que se reverta o gue

Federigo Enriques descrevia como:

Ve Deés que les principes du Caleul Infinitésimal furent établis, Uanalyste se trouva en face de trois
probémes:

Résolution des équations algébrigues;

Intégration des différenticlles algébriques;

Intégration des équations différentielles”(POINCARE, 1921).



“A idéla de uma ciéncia racional, logicamente ordenada como teoria dedutiva, que
deve aparecer. em cada uma e suas partes, fechada e perfeita; que elimina de si tudo
aquilo que lembre o passado obscuro da pesquisa™.

Este ideal de sistema nao é adequado & matéria que nos ocupa, uma vez que ele
pouco esclarece sobre a criacdo matematica. Se ha um ponto de vista inicial que nos
inspira € o de que nao se deve confundir a matemdtica jd feite com a matemdatica
que se fuz’. Mas nao nos propomnos, tampouco, a tratar dos aspectos subjetivos do
pensamento do matematico, ao contrario, ¢ essencial, em nossa abordagem, penetrar
antes de tudo no contendo da obra.

Como s6t acontecer com os objetos matematicos de um modo geral, os resultados
analisados aqul surgem de problemas que podem ser puramente matematicos, ou
inspirados por dreas aplicadas, sobretudo pela fisica. Ambas as motivagoes foram
explicitamente citadas por Poincaré para justificar os métodos qualitativos.

Tornava-se cada vez mais clara. em sua época, a limitacio dos métodos de reso-
lugao explicita, e mesmo aproximada. de equagoes diferenciais. Mas tais dificuldades
nao o intimidaram, ele prosscgue a analise de seus trabaltho cientificos perguntando:

“Eu diria por isso que o problema é insoluvel? Esta palavra nao tem sentido;
nds sabemos desde 1882 que a guadratura do cireulo é impossivel com a régua e o
compasso ¢, no entanto, nés conhecernos © com muito mais decimais do que qualquer
construcao grafica poderia fornecer™.

Se nao pudéssemos resolver uma equagio, nao saberiamos o que fazer com ela
mas Poincaré afirma a utilidade de equacoes diferenciais que néo sabemos resolver,
A razao disto, é que o ponto de vista qualitativo implica um nove sentido para a
palavra solugdo. Uma solucio propriamente qualitativa, que ¢ legitima, segundo

o proprio Poincaré, por dois motivos distintos: pela sua utilidade na procura das

9L idea di una seienza razionale logicamente ordinate come tepria deduttive, che deva apparire
in ogni sua porte chivsa e perfetta, che {...) respinga da sé (...} tutto quante vicordi il passato oscuro
della ricerca” (ENRIQUES, 1929}

HEste enunciado foi expresso por Pierre Boutroux logo no principio de seu liveo Lidéal scientifique
des mathématiciens:“Il est, en matiére de science, un principe qui parait admis, sinon pur tous les
philosophes, du moins par la gronde majorité des savants: o’est gu’ i ne faut pas confondre la science
déja faite avee la science qui se fait” {BOUTROUX, 1920).

4 Dirai-je pour cela que le probléme est insoluble? Ce mot n'a pas de sens; nous savons depuis
1882 gque la guadrature du cervcle est tmpossible avec lo régle et le compas, et pourtant nous con-
naissons © avee beaucoup plus de décimales que r'en powrrail donner aucune comnstruetion grapht-
que’ (POINCARE, 1921, p.1).



solucoes usuals e pelo seu interesse préprio.

Para justificar o primeiro destes objetivos, é empregada, freqgilentemente, uma
comparacao com o problema das equacoes algébricas. J& o segundo ponto de vista é
legitimado pelo fato de que as solucdes qualitativas podem, em si mesmas, fornecer
informagoes importantes sobre as guestoes da mecénica celeste.

Como as informagdes qualitativas podem ajudar na busca de solugées explicitas?

“Agsim, por exemplo. para estudar uma equacao algébrica, comeca-se por pro-
curar, com a ajuda do teorema de Sturm, gual o nimero de raizes reais: é a parte
qualitativa; depois calcula-se o valor numeérico destas raizes, o que constitui o estudo
quantitativo da equacio”®.

Mas nao esquecamos que as informacoes gualitativas possuem interesse em si mes-
mas, pelo modo como podem resolver problemas importantes da mecénica celeste,
como o problema da estabilidade do sistema solar,

Dividimos entac nossa tese em duas partes. Na primeira, partimos dos problemas,
por assim dizer, puramente matematicos, que encontram seus germes no artigo “Sur
les courbes définies par une égquation différentielle. J& na segunda parte, partimos
do problema da estabilidade, que veremos ser wmn problema fisico-matematico. Irdo
aparecer, no entanto. mesmo quando usamos inspiracoes fisicas, idéias matematicas
que constituirao uma teoria matematica auténoma.

Quando aplicamos as ferramentas ou os resultados da matemadtica a outras areas,
como a fisica, exportamos a impressao de que a matemética se esgota nesta vocacao
de ser aplicada. Se isto fosse verdade, esgotar-se-ia, ao mesmo tempo, a atividade a
qual ela se aplica®.

As matemdticas se constituem, também, dos fatos matemdticos que se opdem ou
que oferecem wma resisténcio ao esquema tedrico que tenta abarca-los e, justamente
desta resisténcia, nasce umma nova teoria matemdtica. £ neste sentido que falaremos

de realidade em matematica. Questiona-se usualmente a relacio entre a matemadtica

#=Ainsi. par exemple, pour é¢tudier une équation algébrigue, on commence par rechercher, a 'aide
du théortine de Sturm, quel est le nombre des racines réelles © c'est a partie qualitative ; puls on
caleule la valeur numérique de ces racines, ce qui constitue Uétude quantitative de équation”. Esta
frase se encontra tanto no artigo de que tratamos nests tese quanto na andlise de Poincaré sobre
seus resultados clentificos(POINCARE, 1921, p.22).

fQuando falamos, por exemplo, de un modelo matemético, estamos negando a fsica. Fazendo
com que sua Unica possibilidade recaia sobre a matemdtica que a modela.



e a realidade, como quando se pergunta, por exernplo, qual a aplicacao de uma certa
teoria. Neste caso, a realidade ¢ a realidade sensivel. E a matematica? Como se cria
e se inventa a si mesma independentemente da realidade do mundo sensivel? Serd
preciso decalcar a realidade da matematica sobre a realidade sensivel?

Pensamos que nao. Tal é a motivacio filoséfica de nossa tese. Falaremos dos
dramas vividos pela Teoria dos Sistemas Dinamicos durante sua invengio. Das tensoes
experiimentadas por cada novo conceito gue aparccia na tentativa de dar conta das
excegtes, dos problemas que insistem.

A primeira parte é composta de cinco capitulos:

() capitulo 1 dedica-se ao estatuto das equacoes diferenciais ou, melhor dizendo, ao
estatuto das suas solugoes. antes e depois de Poincaré. Como este trabalho concerne
a analise qualitativa das equacdes diferenciais, ¢ natural comecar por perguntar como
este ponto de vista transforma a natureza destes objetos matemadticos.

Centrar-nos-cmos, em seguida, sobre problemas especificos do artigo “Sur les cour-
bes définies par une équation différentielle”.

No capitulo 2, descreveremos o problema da linearizacdo local desde a tese de
Poincaré, passando pelos casos de linearizagido diferencidvel, até a introducio da to-
pologia e o teorema de Grobman-Hartman.

No capitulo 3, falaremos brevemente de alguns outros problemas e métodos do
mesmo artigo que caminham em direcac a resuitados globais. Por exemplo, o teorema
de Poincaré-Bendixson e o estudo do toro.

No capitulo 4, mencionaremos um dos procedimentos mais importantes que se
fundam com Poincaré, que nos permitem entrever a inextricavel complexidade do
aspecto global das solucoes de uma equacao diferencial: as secoes de Poincaré.

Encerraremos a primeira parte com o capitulo 5, que trard algumas conclusoes
fortemente inspiradas nas obras filoséficas de Jean Cavaillés e Albert Lautman.

Inicia-se, entdo, a segunda parte, dedicada ao problema da estabilidade:

No capitulo 6. procuraremos localizar historicamente, de modo resumido, a
questao da estabilidade do sistema solar antes de Poincaré. Mencionaremos a pre-
senca deste problema desde o principio da matematizacio dos fendmenos evolutivos da

natureza. mais especificamente, da mecanica celeste, e tentaremos identificar, nestas




teorias cientificas, a importancia e os significados da estabilidade.

As téenicas inventadas, no século XV, pelos génios da andlise matematica serdo
consideravelmente aperfeicoadas no século XIX, mas serd necessario esperar até o
fim deste século para que Henri Poincaré traga uma nova luz sobre o problema da
estabilidade.

No capitulo 7, entao, iremos introduzir a visao de Poincaré sobre este problema,
bem como a de alguns de seus contemporaneos, como Lyapunov, ou de seus herdeiros,
como Birkhoff.

O capitulo 8 era, a principio, o assunto central de nossa tese. A tentativa de chegar
até ele nos levou a fazer wma outra tese. Por esta razdo, este capitulo é muito mals
resumido do que gostariamos e pretendemos, no futuro, prosseguir nosso trabalho a
partir deste ponto. Nele falaremos de alguns conceitos fundamentais da Teoria dos
Sistemas Dinamicos, do modo como ela passou a ser constituida na segunda metade
do século XX, Acrescentamos uin resimo. muito breve, dos problemas atuais desta
teoria.

Terminaremos a guisa de conclusdes, abrindo novas questdes mais do que con-
cluindo uma anéalise.

As traduches encontradas no texto, quando ndo mencionadas as fontes, sio de
nossa autoria. Citaremos também o original, sempre que necessario. Em algumas
ocasides, utilizaremos trechos em frances, por acreditarmos que a traducdo nao seria

fundamental.




Parte 1
PROBLEMAS MATEMATICOS



Capitulo 1

O que significa resolver uma
equacao diferencial?

A analogia com a teoria das equacdes algébricas tem uma influéncia inegavel nas
proprias técnicas utilizados por Poincaré, quando se volta para as propriedades qua-
litativas do conjunto de solugbes de uma equacao diferencial. Hadamard ja havia
mencionado este fato, em sua andlise da obra de Poincaré:

“Se encontra aqui uma circunstincia que ja havia aparecido em outros capitulos
da histéria da matematica.

E assim que, na resolucdo algébrica das equacdes, houve um primeiro periodo em
que a atencao se voltou para a procura de uma raiz determinada da equacao proposta.
Mas esta teoria so passou de um estado. de certa maneira, empirico ao estado de
perfeicio logica ao qual levaram-na Lagrange, Ruffini, Abel, Cauchy, Galois, quando
decidiu-se, ac contrario, considerar simultaneamente todas as rafzes procuradas”'.

Sabemos hoje em dia o estado de perfeicio que a teoria das equacdes algébricas
atingiu, principabmente, com o trabalho de Galois. Este construiu uma teoria geral
das equacdes algébricas onde a estrutura algébrica do conjunto de solucdes € descrita
em primeiro lugar. A solubilidade da equagao por radicais depende desta estrutura
que nos permite também encontrar um algoritmo para resolver a equacio, mesmo que

a teoria trate sobretudo da estrutura geral do conjunto de solucoes que da resolucao

Y4Jei se trouve une circonstance qui éleit déja apparue dans d autres chapitres de Uhistoire des
mathématiques.

Cest ainst que, dans la résolution algébrique des équations, d y eut une premiare période ou l'on
porta son attention sur lo recherche d’une racine déterminée de l'équation proposée. Mauais cetle
théarie ne pussa d’un état en quelque sorte empirique & U'état de perfection logique ot Uamenérent
Lagrange, Ruffini, Abel, Ceuchy, Galois que lorsque Uon décida, au contraire, ¢ envisager simul-
tanément toules les racines cherchées? (HADAMARD, 1912h).



de casos especificos.

Poincaré néo cita Galois. Na mencio que transcrevemos na introduc¢ao, vimos o
nome de Sturm?. Todavia, a comparacio com o ponto de vista global sobre as solugtes
de wma equacaocalgébrica, insiste em seus trabathos. E bastante esclarecedor o texto
abaixo, onde vemos o alcance de seu ponto de vista qualitativo sobre a integracao de
equacoes diferenciais. Os novos métodos permitirao a descoberta de novas solughes,
nunca antes concebidas pelos métodos tradicionais:

“O nimero de equacoes integraveis por quadraturas € extremamente restrito e,
enquanto nao se decidiu estudar as propriedades das integrais em si mesmas, todo
este dominio analitico foi apenas uma vasta terra incognite que parecia, para sempre,
interdita ao gedmetra”?,

Notamos, a titulo de precisdo, que hia uma diferenca essencial entre o problema
de resolucao das equacgbes algébricas e de integracao das equacoes diferenciais. No
primeiro, precisamos saber quando as equacoes possuem solugao, enquanto no segundo
gueremos saber quando as equacdes sdo integraveis. A existéncia das solugées é
garantida, assumindo-se certas condictes, pelo teorema de existéncia e unicidade, de
que falaremos brevemente neste capitulo. Mesmo assim, isto nao guer dizer, nem
de longe, que saibamos encontrar as solugces explicitas. Ainda que Poincaré muito
tenha contribuido aos métodos tradicionais de solucio, sua malor inovacao ¢ a de se
voltar para a pergunta e questionar os casos de resposta: o que significa resolver uma

equacio diferencial?

“Sobre a relacdo entre os métodos de Poincaré e os de Sturm ver o artigo de Christian Gi-
lain{GILAIN, 18901).

3<Le nombre des équations intégrables par quadretures est grirémement restreint, et tant gu’on
ne §'est pas décidé a ébudier les propriétés des intégrales en elles-mémes, tout ce domaine enalytique
n'e été gu'une vaste terra incognita gui semblail 4 jumais interdite au _géométre”(POINCARE,
1921, p.ii}.
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1.1 Antes de Poincaré
1.1.1 Equacoes diferenciais e funcoes

“0 problema geral pode ser assim formulado: dada a relagao entre duas funcoes,
encontrar a curva. (...) Chamo funcdo um segmento de reta determindvel exclusi-
vamente a partir de retas tracadas entre wm ponto fixo e um ponto dado da cur-
va..." (LEIBNIZ, 1694).

Leibniz define assim o objetivo de um de seus mais importantes artigos, um dos
fundadores do calculo infinitesimal, O inferessante aqui é que se trata ja do problema
que ele proprio denominava: inversao de tangentes; isto é. dado um conjunto de retas,
consideradas tangentes. encontrar a curva. Introduz-se neste problema a palavra
funcic como no trecho citado. Diferentemente da defini¢do atual, Leibniz chamava
fungdo a um segmento de reta que exercesse, em relagao & curva procurada, uma
funcdo: tangente, normal, abscissa, ordenada. Na verdade, o problema tratado por
Leibniz no artigo ¢ bem mais geral. Nao somente os dados do problema podem ser
segmentos de reta em posicoes gerals, ndo necessariamente tangentes, mas podem
ser curvas. Trata-se em linguagem moderna de um problema de envoltéria, do qual
nos interessa em especial, assim como a Leibniz, o caso particular: dada uma familia
de retas em determinada relacdo, encontrar a curva que lhes é tangente. O que
vem a ser o mesmo que resolver uma equagdo diferencial de primeira ordem, de
modo audacioso para a época, sem apelar para a busca de quadraturas, como escreve
Leibniz ao Marqués de L'Hospital: “Se eu pudesse reduzir vice-versa os inversos de
tangentes a este problema, teria uma nova maneira de construi-los independentemente
de quadraturas™*.

O problema que nos concerne nesta tese ¢ o modo de como resolvemos equaghes
diferenciais sem apelar para a busca de quadraturas. Se grifamos o verbo resolver é
exatamente porque podemos atribuir diferentes sentidos a esta palavra, que vio desde
os métodos ditos de “quadraturas”, equivalente a busca de primitivas, até os métodos
qualitativos inventados por Poincaré e que constituem o objeto central de nossa tese.

Como subentendemos do texto de Leibniz. as equagdes diferenciais exprimem

I

481 je pouvais réduire vice versa les inverses des tangents & ce probléme jaurais une nouvelle
maniére de les construire indépendamment des quadratures” (LEIBNIZ, 18530-1863, p.288).
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relagbes entre quantidades infinitesimais como uma funcho destas varidveis. Nao
entraremos na famosa discussao sobre o pontos de vista de Leibniz, mas afirmare-
mos que sio estas relacdes elementares que indicam a natureza intrinseca de um
problema, ou de um fenomeno, que deseiamos analisar. Poincaré mesmo afirmava
que é o conhecimento do fato elementar que nos permite escrever o problema como
uma equacio da qual deduzimos o fato observdvel por integracao(POIN CARE, 1900,
p.1168). O fato elementar é justamente uma relagdo intima entre os elementos do
problema, que possuil uma certa realidade e, “se as equagdes permanccem verdadei-
ras, ¢ porque estas relacoes conservam suas realidades”. Deixaremos de lado estas
consideragoes, por enquanto, para retoma-tas mais tarde, guardando a definiciao ope-
racional de uma equacao diferencial como a associagdo entre uma relacao diferencial
e uma funcao das varidveis que compoem uma tal relacao, para estudar os diferentes
modos como pode ser entendida uma solugdo desta equacio.

Nos nossos dias, uma funcao ¢é definida comno uma relagao particular nao ambigua
entre todos os elementos de um conjunto e elementos de um outro conjunto. Nos
problemas unidimensionais, tratados em primeiro fugar, uma funcdo é um mapa que
associa uma vartdvel independente a uma varidvel dependente mas esta 1ltima idéia é
totalimente ausente dos modos como uma fung¢io era anteriormente concebida. Mes-
mo que o conceito de funcao empregado por Leibniz seja ainda muito diferente de
sua conotagdo atual, ele guarda a idéia geoméirica de uma relacdo entre varidveis,
termo que compreende toda e qualquer grandeza assoclada a uma curva. Mesmo a
diferencial, no cdlculo leibniziano, é uma variavel que pode, portanto, ser diferenci-
ada, gerando diferenciais de ordens superiores. Chamamos atencdo, como no artigo
de H.J.M. Bos (BOS, 1974), para o fato de que poucos historiadores da ciéneia nota-
ram que as diferenciais quase nunca aparecem sozinhas nos escritos de Leibniz; mas
sao variaveis que dependem de outras variaveis do problema, dependéncia esta que é
estudada por equacoes diferenciais. Bos, mais interessado no entendimento do pen-
samento de Leibniz que na critica do “infinitamente pequeno”, exprime um ponto de
vista que compartilhamos sobre o cdlculo leibniziano: “A curva incorpora relacoes
entre variaveis relevantes, Como as varidveis finitas, as diferenciais encerram relagoes

umas com as outras que sao induzidas pela curva, As equagdes que expressam essas



relacbes sao equacoes diferenciais”™. Isto €, o mais importante para Leibniz é a re-
lacao diferencial intrinseca a um certo objeto geométrico e ndo a diferencial tomada
individualmente.

N&o nos interessa neste momento entrar nos detalhes relatives a evolucio do con-
ceito de fungao, mas apenas salientar que, desde este momento do nascimento do
cdaleulo infinitesimal, quando o nome fungdo fol introduzido por Leibniz, esta nocao
esteve associada, geometricamente, ao problema de se resolver as equagdes diferenci-
ais. Problema do gual Leibniz intufa a dificuldade, mesmo que Newton tenha dito,
sob forma de anagrama, que sabia integrar todas as equagdes diferenciais®. Aproxi-
maremos, neste primeiro capitulo, os aspectos historicos da resolucao das equagoes
diferenciais da histéria do préoprio conceito de funcao.

Serd apenas com Euler, no século XVIIL que a nocdo de func¢ao comecarad a ser
precisada, de modo algébrico, sem mencio a seu cardter geométrico’. Em seu texto
de exposi¢ao das preliminares do cilculo infinitesimal, Infroductio in Analysis Infini-
torum, Euler define uma funcao come: “Uma expressdo analitica composta de uma
maneira qualquer desta quantidade varidvel e de nimeros ou de quantidades cons-

tanteg™®

. Além das fungdes definidas deste modo, chamadas “funcdes continuas”,
Fuler ira admitir também a possibilidade de uma funcéo ser definida por uma regra
arbitrirnia. O que Euler chamava uma fun¢do contfnua denominamos hoje funcgdo
analitice, sendo a continuidade relativa a uma propriedade distinta. Voltaremos a
falar sobre esta definicio. Fato é que, com as defini¢Ges algébricas empregadas por
Euler e a possibilidade de se manipular algebricamente as expressoes infinitas e os
infinitamente pequenos de modo segurc, nao haverd mais necessidade de se apoiar o

cdleulo infinitesimal sobre consideragoes metafisicas relativas ao infinito:

Y“The curve embodies relations between the relevant variables. Like the finite variables, the
differentials bear relations to each other induced by the curve. The equations which erpress these
relations are the differential equations” (BOS, 1974, p.28).

b“Data aequatione quotcunque fluentes quantitae involvente fluziones invenire et vice versa”. Ha
controvérsias sobre o significado do enunciado que poderia significar também “é itil resolver as
equactes diferenciais”, como encontramos no preficio do livro de V.ID Arnold{ARNOLD, 1980).

"Em toda a continuacio deste pardgrafo foi utilizado como referéncia o artigo de Christian Houzel,
Euler et Dapparition du formalisme{HOUZEL, 1979},

8¢ Functio quantitatis variahilis est expressio analytica quomodocumgue composita ex illa quanti-
tate variabili et numeris quantitatibus congtantibus” (HOUZEL, 1079, p.131).
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“A matematica toma assim wna nova orientacao, que podemos gualificar de for-
malista; a ideologia subjacente, que substitui & metafisica do infinito, é ainda mais
dificil de se revelar e de se analisar uma vez que ela funciona ainda na mateméatica de
hoje?.

Gostariamos de dizer ainda algumas palavras sobre Lagrange, cujo trabalho tor-
nard a funcao derivada objeto central do caleulo. no lugar das diferenciais’. Contra
qualquer remanescente metafisico no cdleulo infinitesimal este autor ird propor sua
teoria das funcoes analiticas!’; mesmo agueles tracos que restavam em Euler, as cha-
madas quantidades evanescentes, devem ser banidos:

“E entdo mais natural ¢ mais sim ples considerar imediatamente o desenvolvimento
de funcdes sem empregar o circuito metafisico dos infinitamente peqguenos ou dos
limites; e significa trazer o calculo diferencial a uma origem puramente algébrica,
fazé-lo depender unicamente de tal desenvolvimento.

Em uma palavra, para tirar todas as davidas e dissipar todas as nuvens, € preciso
nada fazer esvanecer: ¢ a consideracao das funcoées derivadas fornece os meios para
tal” e

Lagrange ressalta assim o cardter algébrico da nocéio de fungao a partir do qual ird
definir as funcoes derivadas, f', f”, /", ..., conforme notacéo introduzida pelo préprio.
Uma limitacao de seu edleulo é, no entanto, o repidio a nogao de limite, como pode-
mos constatar pelo trecho citado. Por se restringir & definigao algébrica, Lagrange se
limitard as fungoes analiticas, e a generalidade que caracteriza atualmente o conceito

de funcao s6 sera alcancada bem mais tarde, com a obra inovadora de Riemann. Este

Ples mathématiques prennent ginsi wne nouvelle orientation, que I’ on peut qualifier de forma-
liste; DUidéologie sous-jacente, qui remplace la métaphysique de Vinfini, est d’autant plus difficile a
révéler et 4 analyser qu’elle fonctionne encore dans lo mathématique d’ayjourd hud (HOUZEL, 1979,
p.125).

YPara um aprofundamento das limitacdes do calculo de Leibniz, e mesmo de Euler, em relacio
ao entendimento da funcdo derivada, sugerimos o ja citado artigo de H.J.M. Bos,

HTearia desenvolvida em seu livro Théorie des fonetions analytigues (LAGRANGE, 1797). como
também em Legons sur le calcul des fonctions. Para andlise de tais obras ver (OVAERT, 1979).

Y2411 est donc plus naturel et plus simple de considérer immédiatement le développement des fonc-
tions sans employer le circuit métaphysique des infiniments petits ou des limites; et c'est ramener
le caleul différentiel o une origine purement olgébrique, gue de le faire dépendre uniquement de ce
développement.

En wn mot, pour lever tous les doutes et dissiper tous les nuages, il faut ne rien feire évanouir;
ef lo considération des fonctions dérivées en fournit le moyen”. Lagrange, Lecons sur le calcul des
fonctions, Lecon 1, p. 4, ver (OVAERT, 1979, p.168),
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ponto, sobre a teoria analitica, nos interessa em particular, visto que sera justamen-
te sobre a reducdo da matematica e da mecanica aos metodos desta natureza que
Poincaré vira operar uma profunda transformaciio. Em seu belo livro sobre Leibniz,
Ivar Ekeland insiste sobre este mesmo ponto ao comentar que, apds a geometria se
tornar analitica, a mecanica se torna analitica, com Lagrange, e “a palavra analitice,
neste contexto. indica tudo aquilo que pode ser obtido como resuitado de um cdleulo.
Depois de Descartes, e até Poincaré, o calculo é soberano™ 3.

Uma funcio tem, em principio, um cardter operatorio, associando grandezas to-
madas como varidveis. Gostariamos de observar que, na evolucao do céleulo infini-
tesimal, a funcao se torna central como expressao de variages simultaneas que vém
substituir os numeros como objetos privilegiados da matemadtica. As fungdes nao
serdo apenas operacoes sobre nimeros, tomados como varidveis, mas se tornarao, elas
mesmas, objetos sobre 0s quais podemos definir operacoes, em particular, aquelas que
foram inventadas pelo cdlculo infinitesimal. As incdgnitas nas equagoes algébricas sdo
nimeros, que virdo a ser determinados pela equacdo. De modo andlogo, a incdgnita
em uma equacdo pode ser uma fungao. Como no caso de uma equacao diferenci-
al, onde uma operacao de diferenciacdo associa fungdes, Tudo para mostrar como o
exemplo das equagoes diferenciais é essencial no entendimento de uma fungao como
obieto.

A funcdo deve se liberar da sua representacio analitica, bem como as equacdes
diferenciais dos métodos analiticos. No caso das fun¢des, um passo fundamental foi
dado por Riemann. Com ele, a funcio serd pela primeira vez definida independen-
temente de sua expressac algébrica, Uma funcido serd definida pelos seus modos de
existéncia, justamente através das equacdes diferencials as quais elas satisfazem. Vol-
taremos a falar dos trabalhos de Riemann mas destacaremos, por enquanto, como este
ponto de vista estava presente no trabalho de Poincaré. A teoria qualitativa, fundada
por Poincaré, entende a funcao que obter{amos ao resolver uma equacdo diferencial
como um ente geométrico e, no Ingar de entendé-la apenas analiticamente, estudara

“as curvas definidas por uma equacao diferencial™ 4.

e le mot “analytique”, dans ce contexte, indique tout ce qui peut étre obtenu comme résultet
dun caleul. Aprés Descartes, et jusqu'a Poincard, le caleul est souverain” (EKELAND, 2000, p.363.
HMReferéncia ao artigo de Poincaré “Sur les courbes définies poar une éguation différentielle”.



Em um texto sobre o Céleule Funcional, Hadamard afirma que esta disciplina
viria coroar, mais tarde, a consideracao das funcoes como objetos fundamentais da
matematica em lugar dos nimeros (HADAMARD, 1912a). Mas tal reversdo, no ponto
de vista do préprio Hadamard, teria como ponto de partida o esforco de solugao
das equacoes diferenciais, em particular o nove ponto de vista qualitativo scbre o
que significa resolver uma cquacao diferencial. Esta dltima afirmacdo, visto o tema
deste trabalho, merece ser um pouco mais desenvolvida e comegaremos por descrever
brevemente o estado de coisas do qual a nova abordagem de Poincaré ird se separar, a
saber a preponderancia dos métodos analiticos gue procuravam resolver uma equagao
diferencial por séries.

Antes da funcio ser entendida como uma let de variacio arbitréria, ela foi definida
por uma combinacio de operacdes sobre nimeros. Se hd wma maneira de se reduzir a
concepcao atual & antiga, serd a expansao da funcao em uma série. Sabemos que, para
exprimir uma funcao a partir de uma composicio de operagdes conhecidas, é preciso
considerar estas operacoes em niimero infinito. Os desenvolvimentos conhecidos, como
a série de Taylor, s6 se aplicam localmente. Dal a pergunta: quando existe uma
verdadeira solidariedade entre a funcéae em toda a extensao de seu dominio e as
descricoes locais que podemos propor? As funcdes que Euler chamava conifnuas
e que denominamos hoje holomorfas vém fornecer uma resposta a esta questao'.
As fungoes holomortas chamavam-se “sinéticas™, o que indica, desde a origem deste
conceito, o quanto ele exprime uma solidariedade entre o local e o global por um
procedimento de extensao!".

O mesmo nao ocorre para uma funcao qualguer. Como disseram Hadamard e Man-
delbwojt, “0 meio mais simples e mais direto de caracterizar esta dltima circunstancia
(a possibilidade de extensdo) € a existéncia do desenvolvimento de Taylor, de modo
que, em ultima analise, a possibilidade deste desenvolvimento é uma definicio e nao

um teorema’!”.

13Sabemos que as fungdes holomorfas fornecem as condicdes necessarias e suficientes para que
possamos desenvolvé-las em séries de Taylor em uma peguena regiao. Estas regides podem ser
coladas para extender a validade de tal descricdo ¢ este € o objetivo dos trabalhos de Weierstrass
sobre o prolongamento analitico. Tudo depende de um critério preciso para saber se se trata da
mesma funcdo em um circulo qualquer ¢ a série de Tayvior fornece este critério.

9Esta denominagio ¢ mencionada no livro que citaremos em seguida, onde os autores observam
que as funcées holomorfas eram ditas synectiques.

17, le moyen le plus simple et le plus direct de caraciériser cette derniére circonstance est
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A limitacao desta representacdo ao caso real inspirou os primeiros trabalhos de
Riemann. Em sua tese de 1851 (RIEMANN. 1831), Riemann propde um novo modo
de se definir uma funcio ne dominio complexo bem como um medo absolutamente
original de representd-la geometricamente, introduzindo o que conhecemos hoje como
superficie de Riemann. A tese comeca assim: “Seja z uma grandeza varidvel que
pode tomar todos os valores reais possiveis, quando a cada um de seus valores corres-
ponde um valor inico da grandeza indeterminada w, dizemos que w é fungao de 2.
Note-se a idéia de varidvel independente que se explicita neste enunctado. Riemann
continua dizendo, entdo, que o modo como w depende de z pode ser dado por uma
lei matematica de dependéncia e que a possibilidade de serem determinados todos
os valores de z pela mesma lei era atribuida someute as fungoes holomorfas. Mas as
pesquisas de seu tempo fizeram ver que existem procedimentos através dos quais toda
funcdo continua (no sentido atual) pode ser representada por uma expressio analitica
em wm dado intervalo real. Mas o mesmo nao ocorre se a variabilidade de z nio se
restringe aos reais. E por 1sso devemos considerar a funcao de z independentemente
de sua expressio. Ele dird entio que “uma grandeza variavel w é funcdo de outra

grandeza varidvel complexa 2z quando aquela varia com esta de tal modo que o valor

n iR

da derivada %2 é independente do valor da diferencial d2"'®. Uma funcao define deste

dz
modo uma superficie em €7 e Riemann afirma que, com os principios introduzidos
neste seu trabalho, uma funcio poderd ser concebida independentemente de termos
um método para determina-la por meio de “operagoes sobre as grandezas”,

Quando falamos das fun¢des analiticas estamos visando os métodos analiticos que
reduzem a definicdo de uma funcio a isto que Riemann chamou de “operagoes sobre
as grandezas”, Dai termos afirmado que a palavra enalitica indica tudo o que pode ser
reduzido ao edleulo, que ¢ justamente o procedimento do qual iremos nos distanciar,
em equacoes diferenciais, com a abordagem qualitativa fundada por Poincaré.

Hadamard e Mandelbroji. na obra que ja mencionamos, véem nos resultados ob-

tidos por Cauchy uma das razoes que levaram seus sucessores a considerar apenas

Uevistence du développement de Taylor, de sorte que, en derniére analyse, lo possibilité de ce
développement est une définition et non un théoréme"{HADAMARD & MANDELBROJT, 1926,
pp.18-19),

Bata equivale a0 modo como definimos uma fungdo asal{tica w{z) gue é atualmente uma fungdo
que & diferencidvel em um pento ¢ cuja derivada nio depende do caminho pelo qual a varidvel 2
segue até este ponto.
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as funcoes analiticas. Mas no mesmo trecho onde enunciam esta conclusao histarica,
Hadamard e Mandelbrojt demonstram que sao profuandamente conscientes da conm-
plexidade do complementar do mundo analitico e dos rumos futuros da pesquisa nesta
area afirmando profeticamente, sobre a limitacdo da pesquisa ao caso analitico, que:

“0s recentes trabalhos de M. Julia deixam entrever por exemplos, como aquele do
problema da iteracdo, que podera ser diferente no futuro™ ™,

O resultado de Cauchy, que citamos, ¢é o teorema cuja generalizagao conhecemos
hoje por teorema de existéneia e unicidade para as solugdes de equagoes diferenciais
ordindrias. No inicio do século XIX, Cauchy 34 criticava o uso indiscriminado das
séries de poténcias para resolver equagdes diferencials, semn a garantia de que tais
séries convergiam e representavam realmente a solugio da equacdo. Isto ird motiva-
lo a se debrugar sobre o problema de estabelecer as condictes para que uma solugdo
exista, sobre o qual versardo trabalhos fundamentals que mencionaremos brevemente,
seguindo o estudo histdrico feito por Christian Gilain em sua tese(GILAIN, 1977}

Em 1823, durante seu curso na Eeole Polytechnique, Cauchy demonstra, por um
método de aproximacao por equagtes de diferencas finitas, que dadas certas condigdes
necessarias pode-se garantir que uma equacao diferencial possul uma e apenas uma
solucio, resultado que seria publicado em 1841 (CAUCHY, 1841a). Este resultado
nao fornece todavia as condigoes suficientes para se garantir a existéncia e unicidade
das solucdes, e fol preciso esperar para que tais condicoes fossem estabelecidas por
Lipschtz. As condigoes, conhecidas, portanto, como de Cauchy-Lipschitz, dizem que
na equacao gi— = flz,y} as fungdes [ e g{% devemn ser limitadas e continuas em um
certo retangulo®.

Mas Cauchy propoe ainda um outro método®. O procedimento de Cauchy, que
tornou-se classico nos trabalhos de seus sucessores, constitui o que se chamava cdlculo

de limites e que denominamos hoje método dos majorantes de Cauchy. Pela clareza

195 Les récents travauz de M. Julin font entreveir par des ezemples, comme eelui du probléme de
Ustération. qu'idl powrra en étre auirement dons Uavendr”. O exemplo de Julia é ¢ que chamanios
hoje de um fractol Esta cltagio se encontra na pagina 28, E curioso observar que o Mandelbrojt
e questao vem a ser o tio de Benoit Mandelbrot, cujo nome é freqlientemente associado ao estudo
dos objetos fractais.

#0J4 era sugerido que os mesmo métodos podiamn ser empregados para sistemas de equagoes
diferenciais.

210 artigo de Cauchy citado por Poincaré foi publicado no Compies rendus de {'Académie des
Sciences, t. xiv, p.1020-1023. Vor {CAUCHY, 1841b).
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de sua exposicio, deixamos a Poincaré a tarefa de descrever o resultado de Cauchy:
“ele demonstra que as equacoes diferenciais ordindrias admitem uma integral; ele
define completamente esta integral, ou melhor, um elemento desta integral, mostrando
que ela pode se representar, em geral, por uma série ordenada segundo as poténcias
crescentes da variavel e convergente dentro de certos limites. I entdo uma integracao
completa, mas que ndo nos faz conhecer o valor que toma a funcio procurada quando
damos a esta varidvel um valor qualquer, mas somente quando o module desta varidvel
é menor que uma quantidade ciada”(?()lNCARE 1879, pp.1-2}.

Este cdleulo de limates difere do primeiro método citado, por se aplicar somente ao
caso analitico. Ainda assim, no entanto, ol este métode o que teve maior influéncia
na pesquisa de sua época. Tal circunstancia nac é surpreendente, se lembramos que
os problemas de varidvel complexa mantinham uma primazia absoluta durante quase
todo o século XIX, e que a constituicao de uma teoria rigorosa sobre as fungdes
analiticas deveria repousar sobre o caso de variaveis complexas.

O problema de se resolver as equacdes diferenciais, de um modo geral, estd contido
no modo como Poincaré enuncia o método de Cauchy. Temos um teorema que diz que
as solugoes existem, mas so sabemos construi-las localmente, na vizinhanca de pontos
regulares, Sim, porque ndo dissemos ainda que o resultado de Cauchy nao vale para
as vizinhancas dos pountos singulares. Estes pontos sdo, na verdade, singularidades
das fungdes que sio solugoes da equacao®. Isto pode acontecer, por exemplo, se
as funcbes que definem os coeficientes da equacio siao singulares {caso linear) ou de
outros modos, no caso geral. Deste ponto partem os trabalhos de Briot ¢ Bouquet,
que analisam o que acontece com a demonstracio de Cauchy se a funcao f(x,v), que
define a equacao diferencial, possui uma indeterminacao do tipo %

Os pontos singulares das funcgoes analiticas foram objeto de pesquisa durante
algum tempo, e inspiraram trabalhos de virios autores dos quais citamos, em parti-
cular, a teoria desenvolvida por Welerstrass, que relacionava os pontos singulares ao
dominio de validade de uma expansio em séries de poténcias e propunha o método

de continuacao analitica de wma funcio para além de seu eirculo de convergéncia.

2205 pontos singulares de uma funcdo, neste caso, sa0 os pontos onde ela deixa de estar definida.
Para uma visio interessante de outras nogdes de singularidade, principalmente em Boussinesqg, ver
{MOREIRA, 1999).
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Como nio tratamos da teoria de fungdes em si mesma, mas dos seus aspectos que se
relacionam as equagdes diferenciais, citaremos os estudos desenvolvidos por Poincaré,
principalmente em sua tese, para o caso complexo, € o artigo “Sur les courbes définies
par une équation différentielle”, para o caso real, ambos trabalhos que serdo analisados
no proximo capitulo.

Mas falavamos antes do resultado de Cauchy. Ndo apenas eram consideradas so-
mente as fungdes analiticas, mas o raciocinio analitico foi inicialmente a ferramenta
principal no estudo de equagdes diferenciais, complexas ou reais. O uso do desenvol-
vimento em séries dominou todo o século XVIIT, bem como uma boa parte do século
XIX. Da mesma forma que fol feito no estudo de fungbes, procurava-se reduzir a so-
tucao de uma equacao diferencial a uma combinacio de funcoes conhecidas, no caso de
tal simplificacdo existir. Apelou-se ainda para a introducio de novos transcendentes
para exprimir, do mesmo modo, a solugao de certas equagoes. Outra possibilidade
era ainda encontrar uma solugao aproximada, utilizando integrais, séries ou métodos
numeéricos®. Poincaré atacou todos estes problemas, trazendo inovagdes importantes.

Guardando nosso objetivo de chegar até o ponto de vista qualitative introduzi-
do por Poincaré, apesar de nao analisarmos a fundo nenhuma das outras linhas de
pesquisa mencionadas, comecaremos citando trés exemplos de trabathos do préprio
Poincaré com os métodos ditos “fradicionals™ que, mesmo nao se inserindo no ponto
de vista qualitativo, j4 trazem inovagoes importantes, que nos ajudam a compreender
a amplitude de sua visdo, que ira participar profundamente da fundacao de uma nova

abordagem para o problema.

1.1.2 Alguns tipos de solucao

A fim de propor um breve resumo historico dos modos de se resolver as equagtes
diferenciats, comecaremos por citar a eguacgao hipergeométrica, estudada por Gauss
e 1812, A importancia desta equacéo reside na possibilidade de se encontrar so-
lugdes explicitas por séries de poténcias. No entanto, tais solugoes sao dadas apenas
localmente por estas séries. Os sucessores de (Gauss passaram a investigar as inter-

relacdes globais das mesmas solugbes, ndo apenas para a equacaoc hipergeométrica,

23Ver tese de Dominique Tournes



20

mas para outras equacoes lineares. Uma série representa uma funcio localmente e
(rauss j4 era consciente do problema de saber se, continuando-se analiticamente uma
funcio, temos apenas um valor para esta funcéo em cada ponto. Esta questao, que
ird ocupar virios matematicos do século XIX, ficou conhecida como “problema da
monodromia”, onde o que estd em jogo é a continuagio analitica de uma solugdo fora
de seu circulo de convergéncia®.

As idéias presentes no problema que acabamos de citar serdo desenvolvidas de
modo particularmente importante por Riemann e Welerstrass, cada um a partir de
um ponto de vista independente. Weierstrass ¢ o fundador da teoria da continuacao
analitica, que tinha como objetivo tornar rigorosa a definicio de uma funcao por série,
precisando para isto estendeé-la para além de seu circulo de convergéncia. O interesse
deste matemadtico e de sua escola em Berlim cra na verdade o estabelecimento de uma
teoria de fungoes baseada no estudo de séries. Este objetivo difere consideravelmente

4. Para este dltimo, uma fungio

da abordagem geométrica proposta por Riemann
pode ser considerada a partir de certas propriedades que possui. No caso da equagao
hipergeomeétrica, por exemplo, ele ndo partia da equagdo para analisar seu conjunto
de solucdes, mas da consideracao de funcgdes que poderiam coustituir este conjunto
de solucdes. Podemos adiantar que esta inversao no modo de othar para o problema
nao ¢ muito diferente daquela que Poincaré ird propor com sua andlise qualitativa.
Mas é para podermos falar de alguns trabalhos de Poincaré, que nao se inse-
rem no ponto de vista qualitativo, que continuaremos a falar dos métodos propos-
tos por Riemann. Para maiores detathes histéricos sobre os métodos de resolucao
das equacoes diferenciais lineares antes de Poincaré, indicamos o riquissimo livro de
Jeremy Gray{GRAY, 1986). Este historiador da matematica observa que Rieman,
exatamente por estar preocupado com as interrelacées entre as propriedades locais e
globals de uma funcao, ird procurar imediatamente o nimero de folhas e os pontos
de ramificacao das solugoes de wma equacao diferencial. Para estudar as vizinhancas
deste tipo de pontos de uma funcaoe algébrica, Riemann (RIEMANN, 1857) ird utilizar

o produto de certas matrizes gue serao aplicadas na desericio das fungdes que podem

**Cabe ressaltar mais uma. vez que nesta época apenas o dominio complexo era considerado.

% Na definicio de uma fungdo complexa que Riemann propde em sua tese, ele observa que a
variavel independente pode estar definida em regides que cobrem o dominio varias vezes, dando
origem a superficies que contém mudltiplas folhas, Hgadas por pontos de ramificagao.
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ser solucoes da equacdo hipergeométrica. Estas matrizes sdo na verdade matrizes de
monodromia, que indicam o comportamento da continuacao analitica das solugdes
locais por caminhos arbitrarios. Estas matrizes nao foram inventadas por Riemann,
mas ¢ inovador o modo como ele emprega os produtos destas matrizes para descre-
ver as relacées de monodromia. O trabalho de Riemann terd fortes influéneias sobre
Jordan, qgue ira perceber que as matrizes usadas por Riemann geram um grupo que
Jordan denomina grupe de monodromia em seu célebre “Traité des substitutions et
des équations algébrigues” (JORDAN, 1870(1957)}); trabalho onde encontramos uma
exposicao importante da teoria de Galois®.

O problema de se resolver equacbes diferenciais via teoria dos grupos ird nos in-
teressar em especlal nesta secao. O método consiste em se considerar todas as trans-

27 como um grupo. Neste caso, estas transformacoes sio

formacoes de monodromia
lincares e o grupo ¢é finito se e somente se as solugdes sio todas algébricas. O proximo
passo serd entdo o de se estudar as equacdes lineares com coeficientes algébricos. Isto
segue dos trabalhos de Fuchs, que foram o ponto de partida das pesquisas de Poincaré
em equacoes diferenciais. Jordan jd havia observado que o ponto de vista da teoria
dos grupos era adequade para se {ratar as questées levantadas por Fuchs, mas este
ndo counsidera ¢ grupo de transformacoes. Serd na verdade Poincaré o primeiro a
explorar toda a potencialidade do ponto de vista de grupos no estudo das solucoes de
uma equacao diferencial.

Fuchs fazia parte do grupo de Berlim, como Weierstrass, e uma cbservacao inte-
ressante feita por Jeremy Gray na obra que citamos é que nenhum dos matemadticos
que tratamos aqui menciona explicitamente motivagoes vindas da fisica ou de qualquer
outra aplicacdo em seus trabalhos que se referem ao tema ao qual nos referimos aqui;
mesmo Riemann e Poincaré, que tinham manifesto interesse por problemas fisicos
expressos em outros trabathos. Gray propoe uma explicacio deste fato, observando
que este era exatamente o momento e gue surgia uma disciplina, a matematica pura,

que, principalmente na Alemanha, contava com pesquisadores pouco interessados em

Do ponto de vista da histéria da teoria dos grupos ¢ interessante observar que, no mesmo ano
da publicacio deste tratado (1870}, Klein e Lie foram juntos a Paris com o fim de aprender mais
sobre esta disciplina com Jordan.

TQue transformam uma base de solugdes por continnacdo analitica em todos os caminhos no
dominic.
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suas aplica¢oes.

Dos trabalhos de Fuchs, mencionaremos somente aqueles que sdo fundamentais
a compreensdo dos primeiros artigos de Poincaré. Durante o década de 1870, Fuchs
publicou varios artigos sobre a resolucio de wma equacéo diferencial de segunda ordem
com coeficientes racionais %;‘}“FP(LY)%‘E‘*‘ {ziy = 0. Esta equacao possul uma solucao
algébrica quando esta solucdo é rafz de uma equagdo polinomial irredutivel A,y"™ +
Ano iy 4 Ay = 0 onde os A; sdo funcdes racionais de z. E portanto uma questio
importante a de saber como as raizes desta equacao se relacionam, por exemplo, se 0
quociente de duas raizes pode ser uma funcdo racional de z. Observamos, fazendo uma
pequena digressao, que este exemplo nos possibilita compreender melhor a analogia
com a resolucio das equactes algébricas que é mencionada varias vezes por Poincaré
como sendo uma das inspiracoes da constatacao de que seus métodos qualitativos
poderiam servir para o entendimento das relacoes entre diversas solugoes obtidas com
ferramentas classicas.

Voltando aos trabalhos de Fuchs, passamos a comentar brevemente os diversos
artigos publicados em 1880 e 1881 dos quais nds citamos apenas os escritos em francés:
(FUCHS, 1880), (FUCHS, 1881}. O objetivo de Fuchs era estudar a equagio

d?v dy

— z— Q(2)y =
T PEE + Q=0

onde P e Q sdo funcdes racionais de z e as fungées f(z) e ¢{z) formam uma base de
solucdes desta equacio. Consegula-se encontrar, entdo, por um método equivalente
a inversao de Jacobi, as condi¢des para que { = é—% defina z como funcao de ¢
(associando a cada { apenas um valor de z).

O que estd em jogo nesta questdo é um problema equivalente ao que aparece na
integracao de fungoes algébricas e que se relaciona & polidromia da integral procurada.
Se consideramos esta integral como varidvel independente, temos que a funcio inversa
¢ duplamente periédica. Serdao estudadas. assim. as fungoes de uma varidvel que sao
duplamente periddicas dentre as quals estdao aquelas que sdo solugdes do problema de
inversdo. No problema considerado por Fuchs, e em seguida por Poincaré, considera-
se uma equacao diferencial linear com coeficientes algébricos, o que constitul em

principio um problema absolutamente distinto do problema de integracio de uma
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funcio algébrica. No entanto, na tentativa de se resolver estas equagdes diferenciais,
aparece um tipo de polidromia que serd um dos pontos importantes dos trabalhos de
Fuchs®®.

Mas, exercendo um papel andlogo ao da dupla periodicidade no problema de
integracao, teremos, para as equagoes diferenciais, a invariancia da fungio inversa ao
quociente de duas solugdes independentes sob um certo grupo de transformacoes. No
entanto, o conceito de grupo nao ¢ introduzido neste contexto por Fuchs. Este serd
exatamente a importancia do trabalhio de Poincaré. Este ira notar nao somente que
0s invariantes correspondem a um certo grupo de substituicoes lineares, mas que este
grupo é caracterizado pela propriedade de ser um grupo descontinuo?.

Poincaré estava interessado no aspecto global de um caso especial do problema
colocado por Fuchs, que vem a ser o de saber quando a inversa do quociente das
solucoes sé fornece um valor para a funcao em cada ponto. Ele observa entao que,
dadas certas condicées (existem apenas dois pontos singulares finitos), estas funcées
possuem propriedades interessantes ¢ Poincaré ird denomina-las fun¢des fuchsianas.

Mesmo gue muito ja se tenha falado sobre este assunto, ndo nos cansamos de
admirar esta passagem da histéria da matemdtica que concerne a demonstracio da
existéncia das fungoes fuchsianas proposta por Poincaré. Ele comeca por conjecturar
gue estas fungdes nao devem existir e termina por concluir que, nao somente elas
existern, mas possuem importantes propriedades de invaridncia que nos permitemn
defini-las a partir de certas transformactes. No meio de uma viagem realizada logo
apos esta descoberta, Poincaré nos relata que ao subir em um 6nibus “no momento
em que eu colocava o pé no degrau. a idéia me veio, sem que nada de meus pensa-
mentos anteriores parecesse ter-me preparado, que as transformacoes que en havia
usado para definir as funcoes fuchsianas eram idénticas aquelas da geometria nao
eu('iidiana”(POINCARE, 1908b, p.49).

Quando estes trabalhos sio escritos (POINCARE, 1880} Poincaré observa expli-
citamente que estas transformacées formam um grupo que define uma geometria {de

Lobachevskii) e que as fungbes fuchsianas sfo, para esta geometria, o que 3o as

*#0bservamos, mesmo que ndo seja possivel desenvolver aqui, o papel fundamental de Hermite e
Schwarz nas pesquisas sobre este assunto antes de Poincaré,

281sto quer dizer dada a vizinhanca de um ponto qualquer, as transformacdes de um mesmo ponto
ndo podem em geral se acumular nesta vizinhanca.
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funcoes duplamente periddicas para a geometria euclidiana. As fungées fuchsianas
sdo invariantes de um grupo descontinuo que deixa um circulo fixo chamado grupo
fuchsiano™. Este grupos, sendo estudados em st mesmos, permitiriam também que
as funcdes fuchsianas fossem definidas sem se recorrer as equagdes diferenciais. Uma
observacio interessante é que os grupos fuchsianos possuem singularidades que séo
situadas sobre o circulo fundamental (aquele que é deixado fixo). Sendo em numero
infinito, estes pontos podem ocupar todo o circulo ou nao. Neste segundo caso,
os pontos formam um conjunto perfeito descontinuo que, como observou Hadamard
(HADAMARD, 1912b), fazem sua primeira aparigdo, antes de serem reencontrados e
formalizados por Cantor anos mais tarde?!.

Tornou-se usual em matemdtica o procediimento que consiste em agrupar os obje-
tos emn famfilias definidas a partir de uma certa relacao de equivaléneia. No exemplo
que analisamos, quando este modo de abordar o problema se constituia, vimos que
as solucdes das equacdes diferenciais lineares sdo bem compreendidas porque con-
seguimos agrupd-las em uma mesma familia onde “ha invariantes que permanecem
inalterados™ por substituigoes das quais conhecemos a natureza {(POIN CARE, 1921,
p.viii). Tais substituicdes formam um grupo e solucbes deste tipo permitem, nas pa-
lavras de Poincaré, “o estudo intimo da natureza das funcdes integrais”, trazendo um
sentido para as séries encontradas para o caso linear, que tanto fazem falta na solugéo
do caso geral por séries. Para as equagdes fineares, nds agrupamos as funcgoes que sio
invariantes por uma substituicdo {mudanca de varidvel) que possul wma proprieda-
de que € interpretada, no grupo de substituicées, em termos da descontinuidade do
grupo.

Salientamos que este modo de resolugdo do problema faz intervir objetos de um

outro dominio— o do grupo de transformacoes. E ficil ver que se trata de um tipo

30Existem diversos trabalhos de Poincaré sobre este assunto dos quais citamos (POINCARE,
1884}

O estudo dos grupos descontinuos foi tema de uma correspondéncia entre Poincaré e Klein
que também estudava estes assuntos, embora nio relacionados as equagbes diferenciais, () estudo
de Polncaré se prolongard, entdo, para grupos descontinanos que ndo sio fuchsianos, isto é, que
nao deixam um circulo fixo, que (dada vma condigio adicional) sdo chamadoes grupos Kleinianos.
Estes grupos podem fer também linhas singulares que ndo mals constituirdo cfreulos, mas curvas
fechadas, Polncaré observa que tais curvas sdo continuas ¢ ndo possuem tangente em nenhum ponto,
indicando um problema matemdtico onde se fazem presentes as curvas gue ja haviam sido descritas
desde Riemann e Welerstrass como excemplos de comportamentos patolégicos isolados.




de solugao bem diverso da colagem de vizinhangas que dependia de uma premissa de
sineticidade. Nos dois exemplos que iremos citar, as abordagens empregadas também
fogem desta premissa. £ possivel encontrar uma ligacao entre ambos os métodos, o
que niao diminui em nada a afirmacio de suas naturezas diversas.

A sineticidade aqui nao pode ser suficiente pela préopria natureza do problema
tratado. Para estudar as curvas definidas por uma equacao diferencial em si mesmas,
em toda a extensao do plano, Poincaré segue a pista dada pelas equacdes algébricas
e pelas curvas algébricas. Desde que conhecemos as expansdes convergentes que ex-
primem a integral em certas regides do plano, as propriedades qualitativas podem
trazer informacoes importantes sobre a passagem de uma regido, onde hd nma certa
expansio em série, a uma outra regido, onde a expansdo é outra. Esta passagem nao
poderd ser conseqiiéncia de qualquer espécie de sineticidade, uma vez que as equacoes
diferenciais exigem configuragdes diferenciadas do dominio de uma regtio a outra. As
propriedades qualitativas s&o o linico “guia seguro” para se passar de uma vizinhanca
a outra.

No mundo das equacoes diferenciais, nao podemos passar de uma regido a outra
sem mudar a natureza da solucio. Trata-se de ir mais longe e saber qual a origem
da dissimetria encontrada na possibilidade de sintese do global a partir do local. A
genialidade de Poincaré é justamente ter proposto novos métodos que invertem a
direcao segundo a qual os métodos tradicionais tratavam o problema: trata-se agora
de penetrar primeiro no global. Nao nos surpreenderd, a partir de entdo, vermos
uma influéncia reciproca de questdes globais em dmbito local, se focalizamos niveis
distintos de objetos matemaiticos.

Sabemos que a vantagem das fung¢des analiticas é que a extensao de proprieda-
des locais a propriedades globais destas fungdes mantém os tragos fundamentais da
funcdo. As palavras de Weierstrass podem nos ajudar a compreender o essencial
de uma tal poténcia sintética: “Quanto mais eu reflito sobre os principios da teoria
das fungdes— e é o que faco sem parar— mais eu estou solidamente convencido de

32

que eles sdo erguidos sobre o fundamento das verdades algébricas A afirmacao

de Weierstrass ¢ enderegada a Riemann. Um dos objetivos da teoria de funcdes de

2 (Carta escrita em 3 de outubro de 1875 a H. A Schwarz.



26

Weierstrass é tornd-la independente dos métodos de integracao complexa, utilizados
por Riemann. Ele acusa entdo este tltimo de ter utilizado transcendentais para esta-
belecer teoremas algébricos simples. Weterstrass reconhece, entretanto, que qualquer
caminho é permitido, se ele leva a uma descoberta, e sua critica concerne apenas ao
estabelecimento sistemaitico da teoria.

Na teoria das funcoes analiticas, a descricao local e o prolongamento as regioes
vizinhas dependem de certas premissas e deixam invariantes certas propriedades da
funcdo que sdo necessarias as premissas. Este conjunto de propriedades de natureza
algébrica é o que entendemos por “verdades algébricas”, Trata-se ainda, de certo
modo, de uma certa sineticidade que, digamos de maneira simplificada, é herdada
das fungdes algébricas, onde a verificaciio de uma certa condicio algébrica para uma
infinidade de valores da varidvel é suficiente para garantir, em toda parte, a validade
desta propriedade,

Ja dissemos que Riemann procurard tornar a definicio de uma funcao indepen-
dente de sua expressiao analitica. Para isto ele comeca por considerar as equagoes
diferenciais que uma funcdo v+ v = f(x + 1y} satisfaz. Cada parte, v ¢ v, da funco
¢ entendida comoe um potencial e Riemann ird aplicar os teoremas fundamentais da
teoria do potencial. Ele dird, entdo, que existe sempre uma fungo f por meic da
qual um dominio simplesmente conexo de ry é representavel sobre um dominio sim-
plesmente conexo de uv. Para a representacao desta funcdo é introduzida a superficie
de que ja falamos.

Mas o argumento de Riemann se baseia no principio que ele batizou de “principio
de Dirichlet”, em homenagem a seu mestre, E preciso determinar uma funcao continua
para a qual uma certa integral dupla deve atingir um minimo, e a existéncia de tal
funcio é considerada evidente pelo principio fisico. E justamente contra este ponto
que Riemann sofrerd as mais duras criticas, sobretudo de Weierstrass, por ter baseado
um resultado matemdtico sobre um principio fisico. Foi demonstrado, no entanto,
mais tarde, que os resultados de Riemann poderiam ser tornados completamente
TigOrOs0s.

Niao prolongaremos esta discussdo. observaremos apenas que, para a analise qua-

litativa das equagdes diferenciais, os métodos de Riemann sdo indispensaveis. Chega



a ser surprecndente, como nota também Hadamard(HADAMARD, 1912b), que seja
preciso esperar até Poincaré para que 0os matematicos se déem conta de gue os métodos
fundados por Riemann para resolver um problema de integraciao devem ser aplicados
a todo problema de passagem do local ao global. O que é o caso, em particular, das
equagoes diferenciais.

As verdades algébricas nio serao mais suficientes se consideramos o problema geral
de resolver equacoes diferencials, a n&o ser em certos casos especiais como das equacgoes
diferenciais lineares com coeficientes algébricos. Verdades de outra natureza virdo se
impor: as verdades topolégicas. Os métodos da chamada “geometria de situagao”,
como a topologia era chamada. serao indispensaveis nos artigos de Poincaré sobre a
analise gqualitativa, bem como na pesquisa que se faz até os nossos dias. Os novos
métodos de Poincaré sao inspirados diretamente pelos trabalhos de Riemann, em seu
estudo geral das funcoes abelianas a partir da andlise qualitativa das funcdes de uma
variavel complexa.

A topologia é estreitamente ligada ao problema fundamental do cdlculo infinitesi-
mal, sua importancia estando “indissoluvelmente ligada a esta passagem do local ao
global, que é a grande preocupacio do cdlculo infinitesimal”{HADAMARD, 1912b).
A sintese do comportamento global a partir do local é evidentemente a questdao da
busca de quadraturas. Mas, para as equacgoes diferencials, o mesmo método € pouco
adequado, principalmente porque as vizinhancas que se prestam a andlise local depen-
dermn intrinsecamente umas das outras. DDai a necessidade incontornavel de nao mais
considerar cada solugao individualmente, mas de se estudar o conjunto de solucoes
como um todo e suas relagoes intrinsecas.

Faz parte também, dos métodos da topologla, uma nova visio global sobre os ob-
jetos matematicos. Com os trabalhos de Riemann por exemplo, as curvas algébricas,
que tinham anteriormente muitas formas distintas, sao reunidas em grandes categori-
as. Abstraimos as propriedades particulares de uma curva para privilegiar um estudo
geral das propriedades comuns a todas as curvas reunidas em wma categoria.

Este serd também um novo sentido da palavra resolver, associada a uma equacao
diferencial. Nao se trata mais de resolver explicitamente, mas de estudar certas pro-

priedades que podem se espelhar em propriedades de um grupo associado a equagao,




como nos exemplos que podemn transforman o problema de resolucido em um problema
de classificacido.

Néo precisamos recorrer necessariamente a um outro nivel de objetos. No proprio
campo das solucoes, deseja-se investigar suas propriedades qualitativas sendo im-
prescindivel compreendeé-las, estas solugoes. todas ao mesmo tempo. DPenetrar no
conjunto de solucoes para extrair novas informacoes que, mesmo nao sendo explicitas,
tém grande valor. O que mais nos tmporta notar. é que a partir do momento em que
encontramos alternativas aos métodos analiticos, resolver nao serd necessariamente

calcular.

1.2 Com Poincaré

“Nous n'essaterons puos, d'autre part, de chercher dans tout
Uensemble de cette oeuvre une wunité, d'en dégager une per-
sonelité  intellectuelle, Cette tentative, qui s’imposerait
pour tout autre, seruit, o notre sens, chimérique en ce qui
concerne Poincaré, et nous ceroirions  diminuer en  meéme
temps que dénaturer son  oeuvre en  nous y  essayant’.

{“Loeuvre mathématiqgue de Poincaré’, (HADAMARD, 1912b})

1.2.1 Dois exemplos de solugao

Note-se que todos os trabalhos de Poincaré que citamos nesta se¢io foram publicados
en torno da mesma época, mostrando que o raio da atividade matematica deste autor
percorria varias frentes simultaneamente. Por isso ndo podemos falar de substituicio
dos métodos qualitativos aos antigos. Veremos, no entanto, que o modo como Poincaré
trabalha sobre objetivos classicos, como o de encontrar séries que representern as
solugdes, mostra sempre wma abertura para conceber o problema de outro modo.
Passemos aos exemplos, que nos ajudardo a compreender o que queremos dizer.

Ja falamos do modo como Poincaré emprega as funcdes fuchsianas para resol-
ver 0 problema geral das equacoes diferenciais lineares com coeficientes algébricos.
Comeca-se assim pelos desenvolvimentos locais das solugfes nas vizinhangas das sin-

gularidades. Nos trabalhos de Fuchs, os pontos singulares correspondiam ao que



chamamos hoje um péle de ordem finita. As solucdes deste tipo— que possuem
apenas polos finitos como pontos singulares— foram denominadas “regulares” por
Thomé(THOi\lE, 1873). Este matem:tico, contemporaneo de Fuchs em Berlim, ird
se dedicar entao ao estudo das solugoes irregulares, isto é, que possuern singularidades
essenciais na vizinhanca das quais as séries de poténcias formais nac convergem.

Este estudo é bem mais complicado, e serd tratado por Poincaré nao apenas
com nm método, mas com um estilo completamente diferente daquele que havia sido
utilizado por Thomé. Os artigos que citamos foram publicados em 1885 e 1886,
(POINCARE, 1885¢) e (POINCARE, 1886b). A principal novidade da abordagem
de Poincaré é a demonstracio de que estas séries nao convergentes podem fornecer
solugbes assintoticas da equacao. O procedimento usado por Poincaré nestes trabalhos
sobre solucoes de equacoes diferenciais na vizinhanca de singularidades irregulares
pode, portanto, ajudar-nos a entender as ferramentas que podem ter inspirado os
métodos qualitativos desenvolvidos simultaneamente em outros trabalhos.

Seja a equacao diferencial linear:

Iy
el 4 PR Py =0

dn}, 4 dnwi\.
T !
dx? dxn—t dx

onde P sao polindmios em x. As singularidades o; desta equacao diferencial séo as

rajzes de uma equacao algébrica do tipo:
A at + r'inml(in-l 4+ Ao+ 4 =0

onde os A sdo os coeficientes de ™ em F..

Poincaré utiliza, nestes trabalhos, a transformada de Laplace da equacio linear
citada. Sac postuladas n séries, chamadas normais, da forma e**z"¢,, onde r; sado
constantes escothidas convenientemente e o, sio séries ordenadas segundo poténcias
negativas de z. [Estas séries satisfazem formalmente a equacio diferencial, mas séo
em geral divergentes. Poincaré demonstra que a condigdo de convergencia da série
normal, que exprime localmente a solucdo, é equivalente & existéncia de uma integral,
holomorfa em todo o plano, da transformada de Laplace desta equacio diferencial.

Podemos observar, apressadamente, que tal problema sé é local em aparéncia e a
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verificacao da existéncia de tal integral é, no caso geral, um problema tao difici
quanto saber que a série converge.

Baseavam-se sobre este ponto algumas criticas sofridas por Poincaré. L. W. Thomé
publicou um artigo (THOME. 1887} onde se nota que suas expectativas visavam o
enunciado explicito das condigdes de convergéncia das séries normais. Poincaré nao
nos d4d estas condicOes, mas demonstra que a existéncia da integral, e portanto a
convergéncia, € ligada a uma propriedade do grupo da equagao transformada, também
empregada no estudo global das solucdes das equagbes lineares: o grupo fuchsiano.
Poincaré respondera a esta critica afirmando que néo é absolutamente inmitil, “quando
estamos em presenca de dois problemas ignalmente insoliveis, mostrar que eles podem
ser reduzidos um ao outro” (POINCARE, 1887). Este ponto de vista nos interesserd
profundamente na andlise do estatuto dos enunciados matemadticos que pretendemos
desenvolver mais adiante em nossa tese.

O fato de que ambos os problemas sdo equivalentes nos indica que a busca de
solucdes na vizinhanca de tais singularidades parece um problema local, mas néo é,
visto que ele é equivalente a existéncia de uma integral da transformada de Laplace,
que deve ser holomorfa em fodo o plano. Se dissermos, porém, que se trata em
verdade de um problema global, teremos uma conclusao igualmente insuficiente. A
mesma situacao, que encontraremos na continuacao deste trabalho, anuncia um tipo
de raciocinio que nos forca a perguntar: qual a ligacdo entre a estrutura local e a
estrutura global das solugoes de uma equagéo diferencial?

Vimos que este problema é simplificado no caso das funcgoes holomorfas, mas em
geral o que ¢ loeal e o que ¢é global ndo sdo conceitos previamente estabelecidos, e
dependem do exernplo de que tratamos, como procuraremos deixar mais claro nos
proximos capitulos.

Restringimo-nos, por enquanto, & pergunta: qual o sentido da palavra selugdo no
que tange os processos de resolucao desta equacdo diferencial? Critica-se Poincaré
porgue scus resultados ndo resolvem o problema. mas se encontra impiicita af uma
concepcao de que resolver é estabelecer uma série que satisfaca a equagao e dar suas
condicoes de convergéncia. Nosso objetivo agui ¢ justamente o de mostrar os desvios

que Poincaré produz nesta premissa.
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Um segundo ponto, ainda sobre o mesmo trabalho de Poincaré, que também [ol
alvo de criticas, diz respeito a um raciocinio igualmente inovador. Poincaré demonstra
(ue, mesmo que uma série normal divirja, ela pode representar assintoticamente, para
x grande, uma integral da equacao a qual ela satisfaz formalmente. A analise ¢é feita
na vizinhanca dos pontos singulares e a cada ponto singular simples corresponde uma
integral e uma série normal que a representa assintoticamente. O problema aqui,
que é também a novidade da conclusio de Poincaré, é que a cada ponto singular
corresponde uma integral que depende do argumento de 2, e quando este argumento
varia, a integral ndo permanece a mesma, podendo se transformar bruscamente em
uma outra integral, que nao ¢ sequer a continuacao analitica da primeira. Quanto
as séries normais, temos que a um ponto singular corresponde sempre a mesma série
normal que. portanto, ndo ira representar assintoticamente sempre a mesma integral.
Thomé critica Poincaré mais uma vez, por ter entendido que a mesma integral seria
representada sempre assintoticamente pela mesma série normal.

(itando mais uma vez a resposta de Poincaré. que é, nao sem razdo, bastante dura,
ele prevé o que Thomé pensaria, mesmo se tivesse compreendido: se ndo podemos
determinar explicitamente os valores dos expoentes da série, visto que ndo femos
sempre a mesma série, o trabatho é desprovido de interesse. Ao que Poincaré responde
enfaticamente dizendo que tal determinacao explicita é impossivel e que hd interesse
em reduzir o problema, como € feito, a determinacao do grupo de uma equaciao linear.

Temos um exemplo elaro de um momento inventivo. Diante dos limites dos
métodos {radicionais, concebidos como tnicas solucdes possiveis, Poincaré criard des-
vios, Mas estes desvios ndo respondem ds mesmas questoes, fundando, ao invés disso,
novos modos de se conceber uma solhucdo para o problema que vém, na verdade, res-
ponder a uma nova pergunta. Este modo de proceder— inverter a pergunta frente a
uma limitagdo dos métodos disponiveis— sera muito caracteristico do estilo da pes-
quisa de Poincaré, do qual a abordagem qualitativa é o exemplo mais importante.
Antes de chegarmos a este assunto, ainda com o intuito de enfatizar o ponto de vista
de Poincaré, passaremos a um segundo exemnplo de seus trabalhos: a solucac do caso

nao-linear por séries.
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Dada uma equacio diferencial ndo-linear, em vista das aplicagbes, como no proble-
ma da estabilidade de um sistema fisico, tinha-se a idéia de que poderiamos empregar
os desenvolvimentos em série, considerando apenas um niimero finito de termos. Poin-
caré fol berm mais longe, encontrando, para o caso ndo-linear, um desenvolvimento
formal da integral vélido em todo o plano. Tratam-se de infinitos desenvolvimentos
convergentes para todos os valores reais da varidvel™. Se trata na verdade de um tipo
de série de Taylor, a menos de uma mudanca de coordenadas. Mas Poincaré afirmara
que estas expansdes ndo sao contudo “satisfatérias™ e gostariamos de esclarecer em
que sentido Poincaré emprega este adjetivo,

A solucao do caso geral linear pelas funcoes fuchsianas e pelos grupos de substi-
tuicoes era considerado “satisfatério”. Neste caso “era necessdrio fazer uma hipétese
sobre os coeficientes das equagoes que eu queria estudar. Se eu tivesse tomado, com
efeito, por coeficientes funcdes quaisquer, en teria obtido igualmente para as integrais
Jfungées quarsquer e, como conseqliéncia, eu nao teria podido dizer nada de preciso

a respeito da natureza destas integrais, o que era o meu objetive.”3,

Vimos gue a
natureza destas integrais ¢ conhecida a partir de propriedades dos grupos de trans-
formagdes que sao definidos neste estudo, como os grupos fuchsianos. E o contrario
do que se passa no caso nao linear. onde as expansoes encontradas nos ensinam muito
pouco sobre a natureza das funcdes das quais dependem os coeficientes.

Poincaré é da opiniao de que o que Newton queria dizer, quando afirmou que
sabia resolver todas as equacdes diferenciats, era que ele podia formar, pelo método
dos coeficientes indeterminados, uma série de poténcias satisfazendo formalmente a
equacao (POINCARE, 1908a}. Poincaré, no entanto, enfatiza que tal solucdio ndo nos
“satisfaria”, uma vez que a convergéncia das séries ¢ muito lenta e os termos que se
sucedern nao obedecem a nenhuma lei que nos faca compreendé-los. Se temos séries
que convergem rapidamente, e conhecemos a lel dos seus termos, teremos uma outra

solucdo para a equacao. Esta é a motivacao da célebre frase:

3 ¥Este método pode se aplicar as solugdes do problema dos trés corpos, se eles nao vém a se chocar.
Esta ultima situagao serd resolvida mais tarde por Sundman, para o caso de uma colisio tripla.

3« était nécessaire de plus de faire une hypothése aw sujet des coefficients des équations gue
Je vouluis étudier. Si j'avais pris, en effet, pour coefficients des fonctions quelconques, jourars
obtenu également pour les intégrales des fonctions quelconques ef, par conséguent, je n'aurais pu
dire quelque chose de précis au sujet de la nature de ces intégrales, ce qui était mon but’ (POINCARE,
1921, p.vii).
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“Mas entao nio existem mais problemas resolvidos e outros que nio o sdo; existerm
somente problemas mais ou menos resolvidos, dependendo se eles o sdo por uma
série de convergéncia mais ou menos rapida. ou regida por uma lel mais ou menos
harmoniosa” (POINCARE, 1908a).

No comentdrio sobre a solugao do caso geral por séries, Poincaré vai mais longe,
dizendo que o mais importante neste problema é a natureza das funces que sao
solucdes da equacao; este conhecimento intimo, a resolucdo por séries nao permite

obter.

1.2.2 O ponto de vista qualitative: o que é afinal um sistema
dinamico?

Para finalizar este capitulo, daremos um terceiro exemplo de um trabalho de Poincaré,
que terd grande influéneia na continuagao. Dissemos que, na abordagem qualitativa,
trata-se, antes de tudo, de penetrar na globalidade do conjunto de solugoes. O primei-
ro passo em direcao ao estudo direto do conjunto de solugdes, na obra de Poincaré, é
o teorema sobre a existéncia e unicidade destas solucdes demonstrado por Cauchy. D
possivel afirmar que este resultado ja oferece uma visdo do conjunto de solugdes como
um todo quando estabelece as condigbes para que duas destas solugoes ndo possam
se interceptar®”,

A primeira inovagao de Poincaré que participa do ponto de vista qualitativo, se
encontra em resultados que vém estender o teorema de Cauchy através da demons-
tracao de que as soluctes dependem continuamente das condi¢des iniciais (ou de
certos parametros} do problema. O teorema de existéncia e unicidade afirma que,
dada uma condicao inicial, existe uma 1nica solucdo da equagio satisfazendo esta
condigao. Poincaré estende a validade deste teorema, aprofundando o interesse de
se conhecer as propriedades do conjunto de solucdes, descrevendo o modo como tais
solugoes dependem das condigdes iniciais.

Os tecremas de Poincaré, aos quais nos referimos, sio enunciados explicitamente
e demonstrados em seus trabalhos sobre a mecénica celeste, dos quais citamos o

célebre artigo “Sur le probléeme des trois corps et les équations de la dynamigue”

8 0bservamos anteriormente que, no caso mais geral, estas sdo as condigdes de Cauchy-Lipschitz
mas Poincaré trabalha com o método dos majorantes de Cauchy {na época “cdlculo de limites”),
restringindo-se & versdo analitica do teorema.
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e o livio Les méthodes nouvelles de la mécanique celéste®®. Podemos compreender
facilmente porque a extensao dos resultados de Cauchy ¢ importante nestes trabalhos.
Sabemos que ¢ movimento de dois corpos. interagindo pela atracio gravitacional,
pode ser descrito pelas leis de Kepler. Tais corpos se movimentando segundo érbitas
elipticas, se estas sao fechadas. O problema dos trés corpos ¢ estudado a partir de uma
perturbacio destas orbitas, que depende de um certo parametro. E neste contexto
que sc insere o objetivo de Poincaré de estudar o modo como o conjunto de solucoes
de uma equacdo diferencial varia, quando variamos um parametro desta equacdo. Na
verdade, interessa-nos aqui um caso que ¢ estudado ao mesmo tempo que este, mas
que visa a dependéncia das solugdes em relacio as condicoes iniciais.

Mesmo que estes resultados sejam enunciados explicitamente no final dos anos
oitenta, notamos, em trabalhos anteriores, que Poincaré assume, em varias ocasioes,
implicita ou explicitamente, a dependéncia continua das solucoes em relacdo as con-
di¢des iniciais. Ja na primetra e na segunda parte da memoria “Sur les courbes définies
par une équation différentielle”. publicadas respectivamente em 1881 e 1882, o autor
utiliza esta propriedade. Detatharemos um exemplo deste procedimento no terceiro
capitulo quando analisaremos com mais atengio estas passagens, aproveitando o pre-
sente capitulo para citar brevemente alguns resultados que se encontram em outros
trabalhos que compoem a obra de Poincaré sochre as equacoes diferenciais.

Nos trabalhos sobre as funcoes fuchsianas, encontramos uma das primeiras ocor-
réncias explicitas da pergunta que concerne ao modo como as solugdes dependem das
condigdes iniciais. Visto o sucesso da solugao das equagoes lineares com os métodos
origindrios do trabalho de Fuchs, era natural perguntar se podiamos encontrar uma
nova classe de equagtes integraveis a partir das equacdes com um numero finito de
singularidades. A questdo de Fuchs dava as condicoes para que uma equacido de
primeira ordem possufsse um nimero finito de singularidades. Mas Poincaré demons-
trou que a esperanca de encontrar uma nova classe de equacoes integriveis era va,
mostrando que as condigoes de Fuchs poderiam ser reduzidas aos casos ja conhecidos.
Nos artigos relativos a esta questac® , Poincaré considera simultancamente todas as

solugdes de uma certa equacdo diferencial, nao considerando mals y como fungio de

3Respectivamente (POINCARE, 1890) e (POINCARE, 1892-1899).
Ver, por exemplo, (POINCARE, 1884) e (POINCARE, 1883).



z, mas sua variaciio em relagio as condicdes iniciais y,™®,

A dependéncia continua em relacdo as condicdes iniciais é fundamental na defi-
nicao de um sistema dinamico. Terminaremos este capitulo definindo, a partir de uma
equacao diferencial, o que chamamos um sistema dinamico, enfatizando como esta de-
finigdo ja traz consigo o modo qualitativo de olhar para as solugoes e como o teorema
de existéncia e unicidade das solucdes ¢ os resultados subsegiientes de Poincaré sio
essenciais nesta nova definicdo. Nosso objetivo é mostrar como o problema relativo
a solucio de uma equacio diferencial equivale ao estudo do que chamamos um fluzo,
associado a esta equacio, que habita um espage de fases. Podemos antecipar gue um
fluxo é um dos modos pelos quais um sistema dinamico se define.

Mesmo que nao pretendamos tracar uma histdria detalhada dos trabalhos que
precederam a definicio de fluxo, mencionaremos algumas idéias que sio a ela as-
sociadas. Nao pederiamos, portanto. deixar de mencionar a definicio que Birkhoff
nos apresenta em 1912, no primeiro artigo que encontramos onde se fala explicita-
mente de sistemas dindmicos: “Quelques théorémes sur le mouvement des systémes
dynamiques™™. Segue a defini¢io:

“Um sistema dinamico, em mma concepcao ampla, pode ser considerado como

definido por um sistema qualquer de equacées diferenciais ordindrias de primeira

ordem:
axp _odwp 0 dEn 0
ST m = e
onde Xy, ..., X, sdo funcoes dadas, reais e uniformes de x4, ..., z,,, analiticas em relacio

a estas varidveis, e onde { ¢ a varidvel independente. As varidveis 1y, ..., 7z, $d0 as
coordenadas do movimento, e t indica o tempo” (BIRKHOF, 1912},

Ele continua, ressaltando que, se representamos as coordenadas do movimento
como um ponto no espaco de n dimensoes, as curvas, que sao solugoes do sistema
diferencial, serdo também curvas do mesmo espaco. Excluindo entdo os pontos sin-

gulares®, por um certo ponto P passa uma e apenas wma curva, scbre a qual, a dois

¥ Ele demonstra, entdo, que existe uma relacio biracional entre y e yo, que implica o resultado
mencionado.

#Este trabalho foi apresentado pela primeira vez em 1909, em uma reunido da American Mathe-
matical Society.

Birkhoff nao utiliza esta nomenclatura mas observa que devemos excluir 0s pontos onde ao menos
uma das fungdes X deixa de ser analitica e aqueles em que as equagdes X, = {) sdo todas satisfeitas
simultaneamente.
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pontos quaisquer, corresponde um intervalo de tempo que, é o tempo necessaric para
as coordenadas do movimento passarem das coordenadas referentes ao primeiro ponto
até as do segundo. E ainda, aplicando “um teorema bem conhecido” as solugoes do
sistema, podemos dizer que a variagdo continua de P produz uma variacdo continua
da curva que possui este ponto como condicao inicial.

A consideracio de que cada solucdo varia com um parametro que é tomado pelo
ternpo é uma das caracteristicas do ponto de vista que ird fundar a teria dos sistemas
dinamicos, como o préprio nome indica®. Este modo de ver o problema ja estard
presente a partir da terceira parte de “Sur les courbes...” quando Poincaré considera
explicitamente a quesiac da estabilidade, o que ficard ainda mais claro nos trabathos
sobre a mecdnica celeste publicados mais tarde.

No problema restrito dos trés corpos, a argumentacao de Poincaré ird se basear
freqiientemente em wma interpretacio hidrodindmica, onde as érbitas aparecem como
linhas de flure de um fluido em trés dimensoes. Lembramos que em torno da mesma
época em qgue publica seus mais importantes trabalhos sobre a mecanica celeste {final
dos anos oitenta), Poincaré esté em contato com as teorias de Maxwell introduzidas
em seus cursos. Salientamos o quanto, nestas teorias, a idéia de fluido deve se tornar
abstrata para se adaptar de modo coerente & eletrostatica. Poincaré defende Maxwell
contra algumas criticas de seus contemporaneos, afirmando que se pode admitir a
existéncia de um fluido de eletricidade sem que este possua uma realidade objetiva e
que, quando Maxwell fala de “deslocamento elétrico” esta correto mesmo que nao se
trate de “um verdadeiro movimento de uma verdadeira matéria”(POINCARE, 1899,
pp.17-18).

Poincaré ndo menciona, no entanto, nenhuma inspiragao deste tipo em seus tra-
balhos sobre as equagoes diferenciais; mas, a partir de seu novo ponto de vista sobre o
conjunto de solugoes, um sisterna dinamico pode ser definido de modo analogo a um
fluxo, como fica claro na definicdo de Birkhoff. Podemos considerar, de modo mais
geral®?| que os estados do conjunto de movimentos definidos por um sistema dife-

rencial correspondem aos pontos de wma variedade fechada. Os movimentos, quando

H Ressaltamos que concebemos o tempo ¢omo newtoniano, ou seja, wm pardmetro real.
*2(Como o fard Birkhoff mais tarde, como por exemplo no livre Dynamical Systems {BIRKHOFF,
1927a).
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o tempo evolui, serdo curvas sobre esta variedade, onde os pontos se movem, dando
origem a um aspecto global, que é como o movimento de um fluido sobre esta va-
riedade. Ja se trata aqui de uma definigao que, ao mesmo tempo que guarda os tragos
da inspiracao vinda da fisica, torna-se mais abstrata ao se generalizar para outros
espacos. Gostarfamos, entao. de definir 0 que é um fluxo, de modo mais rigoroso,
para comentar ao final como se cruzam, nesta definicdo, influéncias, explicitas ou
nio, de teorias fisicas e de uma drea da matemadtica, que estavam em plena ascensao
no tempo de Poincaré,

Comecamos com a nocao abstrata de wm campo vetorial F definido em R que
associa a cada ponto v, deste espago, wm vetor Fi{v}, também neste espaco. Um campo
de vetores é, em principio, um objeto abhsolutamente independente de uma equacio
diferencial, e trataremos justamente de saber quando, dado um campo qualquer, este
representa vetores que sao tangentes as solugoes de nma equacéo diferencial. A figura

abaixo € um exemplo de campo de vetores bidimensional.
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Tomando-se entao esta fungdo F, associar esta funcae a uma derivada é dizer que
os vetores definidos por F' devem ser tangentes a uma curva, Quando escrevemos
uma cquacao diferencial ¢/ = F{v), onde F é um campo de vetores, a solugio da
equacdo por um ponto vy é uma funcao u : R — R" e a equacio impde que o0s
vetores tangentes a esta solucao sejam os vetores que obtemos aplicando o campo F
aos pontos da curva, que serd o grafico da funcao v. Exemplificamos isto no desenho
para um ponuto u{xg) nesta curva.

O que é fundamental neste ponto ¢ notar que esta curva, que terd os vetores
do campo como tangentes, fica bem definida, gquando determinamos uma condicio

inicial. Aqui, faz-se necessdric o teorema de existéncia e unicidade para afirmar que,
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dada uma condicéo inicial, existe uma e apenas uma solucao que passa por ela. Como
consequéncia, tudo o que diremos a partir deste ponto é vilido sob certas hipoteses
gue serao dadas, no caso mais geral, pelas condicoes de Cauchy-Lipschtz.

Teriamos assim que nos pontos u{z) sobre a curva, a condicdo ') = Flu{x)),
dada pela equacao diferencial, seria satisfeita. Isto quer dizer que esta funcio seria
uma solucio da equacdo que passa por um ponto vy = u{xg). O grifico de u esta

desenhado no espaco IR x IR” que no desenho acima consideramos como sendo o R?,

Este seria um outro exemplo onde o campo estd definido em R? e ¢ grafico estard
em trés dimensoes.

A definicdo de uma equacao diferencial do modo que enunciamos acima €, portan-
to, um problema, repetimos, o de saber se um campo de vetores determina vetores,
que serao tangentes as curvas obtidas, por sua vez, a partir das soiugdes de uma
equacio diferencial. A solubilidade deste problema depende do resultado sobre a
existéncia e a unicidade das solugbes.

Podemos visualizar wma solugdo como a trajetéria de uma particula que se move

e R™ tal que, em um certo instante, sna velocidade é dada pelo valor do campo de
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vetores na posicao da particula. Veremos qgue esta é exatamente a definicao de uma
trajetoria, tal como ela é apresentada por Poincaré no artigo de que trataremos nos
capitulos seguintes, visao que esta presente na definicdo de fluxo que comecamos a
formular neste momento.

Observamos no iltimo grafico que, quando os valores sobre o eixo R aumentam,
a curva gira com raios cada vez maiores. Consideremos entdo, e este é o pulo do
gato, que os valores de IR determinam instantes e que, percorrendo-se IR na direcao
positiva, estamos realizando uma evolucdo no tempo. Isto é sempre possivel, visto
que, dadas as condicoes que garantem a existéncia e a unicidade das solugoes, uma
solucao ¢ definida em um subconjunto de IR. O conjunto de todas as selugoes definirao
juntas uma dindmica no espaco IR™. Para a solucio v do exemplo esta dinamieca pode

ser representada como vemos em seguida:

Vemos que o tempo nao estd representado no grafico como uma coordenada in-
dependente, mas é intrinseco a curva. A solucdo u deu origem a uma curva em R”
e passaremos a considerar o conjunto de todas estas curvas sincronizadas no espago.
Para isto, definimos uma funcao ¢, : R"™ —» R". Dado um ponto w de IR", esta funcao
nos dd, para cada ¢, a evolucao do ponto w pela dinamica definida pela soluc¢ac que
passa por w, isto é, a trajetdria de w. A funcio ¢;(w} é o fluze definido pela equacao
diferencial, pela condi¢do inicial w, gue representa a evolugio desta condicao inicial.

Mas ainda nao dissemos como definir o fluxo do conjunto de solugdes. Vimos
apenas um exemplo para a solucao u e sabemos gue hd uma unica solucao para cada
condicao inicial. Isto quer dizer que se tomamos win ponto w por condicdao inicial de
uma trajetéria ¢, (w) deve estar sempre sobre a mesma trajetéria. Tomando entdo um

outro ponto z sobre IR™ que nao estd sobre ¢, {w) teremos uma outra evolugao, dada



por uma funcao que queremos que seja @,(z) para que o fluxo esteja bem definido.
Precisamos definir uma funcdo ¢(f,v) : R x R" — IR" dependendo de ¢t e do ponto
inicial v do qual queremos estudar a evolucioe tal que ¢, (v) é a trajetéria do ponto v*?.
Esta funcio nos dara para cada valor de t o estado, ou a fuse, do sistema para todas as
condigdes iniciais. Por outro lado, se para um certo valor de v nods variamos ¢, obtemos
toda a evolugdo de v pela dinamica definida pela equacao diferencial. Sendo assim,
a funcdo ¢, aplicada a todas as condi¢des iniciais (um ponto em IR™) nos fornece um
quadro global do conjunto das trajetérias. O espaco onde estas trajetdrias habitam
serd denominado um espaco de fases.

Mas para terminar a definicdao da funcao ¢, que passaremos a chamar de fiuxo,
precisamos garantir que ela esteja definida em um subconjunto 2 de R x IR". Um
ponto (tg, we) de IR x IR™ deve pertencer a £ se somente se existe uma solu¢ao cujo
valor inicial é wy. Dado um ponto wyg. que é condicao inicial de uma solucio, e um
ponto zy em sua vizinhanca que ndo pertence a sua trajetoria, devemos saber se zg
também estd em €2, isto é, se ha solugio da equacio pelo ponto zp. E justamente o que
foi demonstrado por Poincaré: as solucoes dependem continuamente das condicoes
iniciais. Logo, para duas condigdes iniciais proximas, temos duas solugoes, o que
garante a existéncia de solucao por z;. Concluimos que zp esta em ) e que este
conjunto é um aberto.

Podemos definir assim o fluxo ¢ : @ — IR". A aplicacdo ¢, satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) ¢o ¢ a identidade:

(il) ¢y 0 @5 = by, para cada t e s em IR.

Da mesma forma, dado um fAuxo. podemos mostrar, de modo ainda mais sim-
ples, que ele define uma equagao diferencial, o que viria terminar a demonstracao
da equivaléncia entre uma equacio diferencial e um fluxo. Mesmo ambos os objetos
matematicos sendo equivalentes, trata-se de duas maneiras distintas de se atacar o
problema. Um sistema dindmico € entdo um modo de se descrever a pessagem no

tempo de todos os pontos de um certo espago.

*Lembremos que F(v) é o vetor tangente a v dado pelo campo logo, para que o fluxo esteja bem
definido é preciso que F tenha diferenciabilidade C1.
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Podemos interpretar as duas propriedades do fluxo como relativas a um modo
de passagem do tempo. Fazendo isto, a primeira condigdo define o tempo presente
¢ a segunda nos informa que o tempo flui de medo Unico e unidimensional. Sao,
com efeito, estas as propriedades que permitem que o tempo ndo seja uma varidvel
explicita, ou uma coordenada do espago de fase, onde representamos os estados do
sistemna.  As duas propriedades combinadas nos permitem tirar ainda uma outra
conclusio que poderiamos nao enxergar imediatamente: ¢, o0 ¢, = ¢y. Isto quer
dizer que, por uma certa trajetdria, podemos ir e voltar. sem que isto apresente
ambigitidade, pois hd apenas uma solug@o para cada condigdo inicial*®.

Sobre as duas propriedades do fluxo gostariamos de tecer ainda um ultimo co-
mentario. que serd de suma importancia na continuagdo deste trabalho: estas pro-
priedades indicam uma estrutura de grupo sobre o dominio. Todo o processo que
utilizamos para definir um fluxo em IR™ poderia ser empregado sobre uma variedade
M, com certas propriedades, como ja haviamos indicado na citagao que escolhemos
do livro de Birkhoff. Dado entdo um certo dominio, digamos M, um fluxo pode ser
definido como a acdo de um grupo continuo sobre M.

Birkhoff mais uma vez j& havia atentado para este fato, indo mais longe na gene-
ralizacdo da definicao em um espaco abstrato:

“O tipo de espaco abstrato, K, melhor de se empregar parece ser um espago meétrico
compacto. Correspondendo & mudanca no “tempo” f, existe um fluxo do espago R
nele mesmo, cada ponto tracando wina “curva de movimento” em R. Os pontos indi-
viduais representam “estados do meovimento”, e cada curva de movimento representa
o movimento completo do sistema dinamico abstrato. Sendo assim, ternos nao apenas
um espaco abstrato B mas um “grupo continuo” G : ' = t +¢” (BIRKHOFF, 1941)*%.

Antes de enunciar o problema deste modo, o autor cita a “andlise geral” de E. H.
Moore, onde a varidvel independente varia em um espaco abstrato'®. Em particular,
quanto a aplicacdo das idéias de Moore aos sistemas dinamicos, Birkhoff menciona

uma conferéncia sobre sistemas dinamicos realizada na universidade de Chicago em

“\lesmo que iste pareca exagerado, lembramos, mais uma vez, que isto € conseqiiéncia da
existéncia e da unicidade das solugdes.

#Também podenos definir um sistema dinamico disereto, como comentaremos no quarto capitulo,
onde este grupo serd descontinuo, o que € observado por Birkhoff na continuagde do trecho que
citamos,

*Também sdo citados trabalhos de M. Fréchet e Erhard Schmidt.
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1920. No entanto, ao lado da influéncia dos americanos, ele nao deixa escapar os
importantes trabathos da escola russa. Estamos em 1941, em plena Segunda Guerra
Mundial, momento a partir do qual os trabalhos dos matematicos russos terao uma
influénecia cada vez malor na pesquisa realizada no Ocidente, como voltaremos a
observar na segunda parte desta tese.

Quanto a Poincaré. para retornar ao periodo que nos importa neste momento,
ele nao menciona explicitamente a influéncia da teoria dos grupos em seus trabalhos
sobre a andlise qualitativa. Mostramos, contudo, o quanto sua contribuigao sobre a
associacao de grupos e equacoes diferenciais serd decisiva em outros problemas, como
na teoria sobre as funcoes fuchsianas. Para dar um exemplo da cultura matematica da
época, destacamos que Klein havia encontrado um modo de identificar uma superficie
riemanniana qualquer com a agao de um grupo descontinuo sobre um disco. Esta acao
ird fornecer informacdes sobre a continuacao analitica das funcdes que podemos definir
sobre a superficie. Poincaré, que se correspondeu com Klein durante os primeiros
anos da década de 1880, também associava os grupos descontinuos & construcéo de
superficies de Riemann?’ mas, diferentemente de Klein, relacionava-os 4s equacdes
diferenciais lineares.

Mesmo sem citarmos ligagoes histéricas mais concretas, ressaltamos que o ambien-
te em que foi gestado o novo ponto de vista qualitativo sobre as equacdes diferenciais
contava, de um lado, com uma teoria fisica que precisava considerar os fluidos de modo
abstrato e, de outro, com aspectos geométricos, relacionados a equacdes diferenciais,
identificados as acoes de certos grupos. Poincaré tocou simultaneamente nos trés
problemas durante os anos oitenta, e nao poderiamos deixar de mencionar gue eles
vem convergir na definicio de fluxo tal como a apresentamos acima, s6 formulada
alguns anos mais tarde.

Esbocada a definigio de sistema dinfmico como um fluxo, sentimo-nos preparados

para passar a analise mais precisa de alguns problemas.

7 Em 1881 Klein fala a Poincaré dos trabalhios de Ricmann que este ultimo desconhecia até entdo.
Ver {GRAY, 1986).






Capitulo 2

O problema da linearizacao

2.1 Exposicao do problema

Poincaré inicia a memdoria “Sur les courbes définies par une équation différentielle” es-
tudando localmente as solu¢ées de uma equacéo diferencial polinomial real de primeira

L dv Y Y .
ordem e primeiro grau & =5 As curvas que representam as solucbes sao denomi-
nadas caracteristicas e deseja-se descrever o comportamento destas caracteristicas na
vizinhanca dos pontos singulares da equacao.

Nestes pontos o teorema de existéncia e unicidade ndo vale, e Poincaré ira estudar
as singularidades simples classificando-as em eolos, nds, focos e centros!, segundo o
aspecto das caracteristicas em suas vizinhancas. A classificacio é feita segundo as
raizes de uma certa equacio associada & parte linear da expansao local em série de X
ede Y. Os tipos de singularidades citados sdo obtidos se as raizes sdo respectivamente
reais e de sinais contrarios, reais e de mesmo sinal, complexas conjugadas com parte
real diferente de zero e imaginarias puras.

Para fazermos uma idéia da reacdo que esta conclusao despertou em sua época,
menclonamos uma carta enviada a Poincaré por G. Fouret, da qual tomamos conhe-
cimento por um artigo de Christian Gilain(GILAIN, 1991, p.226}. Tendo trabalhado
sobre as equacdes de primeira ordem e primeiro grau, Fouret afirma que os pontos
singulares devem ser em geral do tipo foco, e que os pontos de tipo nd s6 devem apare-

cer em situagdes excepcionais. No entanto, Poincaré termina por convencé-lo de que

Ve Cols, neeuds, foyers et centres”. Traduzimos o primeiro caso por cole para sermos mais fiéis ao
original, mas as singularidades deste tipo chamam-se usualmente pontos de sela.

43
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estava equivocado. Citamos brevemente esta passagem, com o tnico fim de ressal-
tar o quao surpreendentes podem ser algumas conclusdoes em matematica, fazendo-as
parecer mais fortemente descobertas que invengoes.

Sobre a classificacdo das singularidades feita por Poincaré, é preciso dizer que
08 mesmos ¢asos ja haviam sido encontrados, sem a respectiva nomenclatura, pelo
matemadtico russo N. E. Joukovsky (JOUKOVSKY, 1876), ao estudar a dindmica de
um fluido®. Poincaré ndo tinha conhecimento do trabalho de Joukovsky e, apesar de
descrever com detalhes os aspectos geoméiricos dos casos possiveis na vizinhanga das
singularidades, o matemadtico francés nao nos oferece nenhum desenho desses casos,

a figura abaixo tendo sido retirada do artigo de Joukovsky.

¥ L
'/ & 2 :
6 @ % g )

Para analisar a vizinhanca das singularidades, Poincaré utiliza uma adaptagao ao
caso real dos métodos formulados por Briot e Bouquet(BRIOT & BOUQUET, 1856)
para estudar, no dominio complexo, os casos em que o teorema de Cauchy nao se
aplicava. FEstas mesmas ferramentas ja haviam sido empregados por Poincaré em
sua tese: “Sur les propriétés des fonctions définies par les équations aux différences
partielles” (POINCARE, 1879). Nesta tese ele havia demonstrado a existéncia de uma
linearizagao local, na vizinhanga das singularidades, para um sistema de equacdes
diferenciais analitico definido no dominio complexo pelas fungbes X;, ..., X,. Dizer
que uma linearizacio existe, €, neste caso, o mesmo que afirmar a possibilidade de

substituirmos o sistema original pelo sistema definido pela parte linear da expansio

em série das fungdes X;. Isto quer dizer que, localmente, as partes ndo-lineares que

*Sobre este trabalho ver V. A. Dobrovelsky (DOBROVOLSKY, 1972): “Sur lhistoire de la
classification des points singuliers des équations différentielles”.




serao desprezadas nio alteram o aspecto das solucoes.

Consideremos Ay, ..., An a8 ralzes de uma equacao associada a parte linear da ex-

pansao em série de X, ..., X, Para que a linearizagao seja possivel, trés condicoes
devem ser satisfeitas. A primeira diz respeito a possibilidade de se exprimir os termos
de primeira ordem de X, ..., X, como AT, ooy Agy,, onde 2q, ..., 1, 880 as varigveis do
problema. O sistema pode ser reescrito, como muitos autores o fardo, como uma per-
turbacao do sistema linear &; = \z;. No dizer de Poincaré, as duas outras hipéteses
sa0:

Hipdtese II - Se representamos as partes reais e imaginarias dos A pelas coorde-
nadas de n pontos em um plano, estes n pontos estio de um mesmo lado de uma

certa reta passando pela origem.

Hipotese 111 - Um dos A ndo ¢ igual a uma funcio linear de cocficientes positivos
dos outros A" (POINCARE, 1879, p.cvi).

A terceira hipdtese garante a existéncia de expansoes formais em séries de
poténcias e a segunda garante a convergéncia das séries. Em linguagem atual, es-
tas raizes sao os autovalores: a segunda hipdtese diz que eles devem pertencer a um

semi-plano aberto de @, e a terceira ¢ uma condicdo de independéncia linear dos

autovalores®. O fato de que a equagdo é analitica possibilita o uso do método dos

majorantes de Cauchy, que permite a Poincaré encontrar uma mudanca de coorde-
nadas analitica que transforme o sistema original no sistema linear correspondente.
As solucdes do sistema linear e do sistema original sdo as mesmas, a menos de uma
mudanca de coordenadas analitica.

Em “Sur les courbes définies par une équation différentielle” o mesmo resultado
¢ adaptado para o caso real polinomial em dimensoes dois e trés. Parte-se do caso
linear, no qual serd aplicada ma perturbagao, e suas conseqiiéncias analisadas. Este

método quase sempre dd bons resultados, falhando apenas quando os valores das raizes

1 ;! ¥
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da qual falaremos mais tarde. Os mesmos métodos serao empregados com sucesso
para a equacdo de primeira ordem e do segundo grau, onde as solugoes podem ser
estudadas sobre urma superficie no espago tridimensional e a descrigao local é analoga
ao caso bidimensional. Em dimensao trés, quer dizer, estudando a equacio de segunda
ordem na vizinhanca das singularidades simples, a analise local utilizard as mesmas
ferramentas do caso bidimensional, Teremos apenas o problema adicional de combinar
as trés raizes, dando lugar a um outro tipo de singularidade que Poincaré denomina
colo-foco.

Os resultados da tese de Poincaré, bem como do artigo que consideramos em nossa
tese, estabelecem as condicoes de linearizacao local das solucdes de uma equagao
diferencial que ¢ vélida a menos de nma mudanca de coordenadas analitica. Teremos
entdo um momento tipico de génese do que denominamos provisoriamente verdades
combinadas. Ao contrdrio do que muitas vezes se pensa, a matematica nao lida
com verdades, mas com condigoes de verdade. Um teorema matematico vem sempre
responder a uma pergunta sobre as condi¢des para que um certo enunciado seja valido
e o resultado propriamente dito procura esgotar as consequéncias de tais condigoes.

Isto se aproxima do que disse Platao ao justificar o posicionamento das idéias
matematicas no diagrama da linha proposto no livro sétimo da Repiblica onde, para
além da divisao entre mundo sensivel e mundo inteligivel, cada um destes mundos
serao subdivididos novamente. No sensivel, mundo das copias, deve-se diferenciar
os simulacros— que sao reflexos, sombras e outros seres ambiguos— das copias que
representam idéias de forma mais fidedigna.

Por outro lado, no mundo das idéias, serd feita uma subdivisdo entre os objetos
matemadticos e a os objetos da dialética. A dialética ocupa a posicao superior no
diagrama, visto que parte de hipdteses, para ultrapassd-las em direcdo a um principio
anipotético. Ao passo que a matemdtica permanece sempre atrelada a principios
primeiros, dos quais extral as consegiiéncias ou formula seus enunciados, devendo por
isso mesmo, segundo Platao, ocupar uma posicio inferior a da dialética.

Ao fazermos esta observacio, na realidade, ndo nos importamos com a posicao

hierarquica da matematica na subdivisao do mundo das idéias, pontuando apenas
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gue dialogamos com Platdo, admitindo que as verdades matemadticas nao sao inde-
pendentes de suas hipdteses. No entanto, iremos investigar um processo tipico de
evolucio das idéias matemadticas para, ao final, precisar o ponto onde divergimos de
Platao. Partiremos para isso do teorema de linearizacio, investigando como relaxa-
mos, uma de cada vez, as condi¢des admitidas por Poincaré e as transformacdes que
este procedimento ocasiona nos resultados. Resultados cuja busca pode determinar,
a0 Mesmo tempo, as suas condigoes de validade.

Nos nossos dias, o teorema de Sternberg generaliza o teorema de Poincaré, onde a
mudanca de coordenadas é analitica, estabelecendo as condictes para que exista uma
mudanga de coordenadas entre uma certa situagao local nao linear e sua aproximacao
linear, que seja apenas diferencidvel (difeomorfismo}. Existe ainda a possibilidade
de empregarmos somente uma mudanga de coordenadas continua (homeomorfismo),
nocao que vird responder a perguntas de uma outra natureza, e dard origem ao
teorema de Grobman-Hartman. Descreveremos brevemente como o resultado inicial
de Poincaré estd na fonte de ambos os teoremas citados, enfatizando, quando for o
caso, as diferencas de ponto de vista que eles envolvem.

Um dos primeiros trabalhos que fazem uso da abordagem qualitativa € o livro
Problema geral de estabilidade do movimento, do matematico russo Lyapunov, pu-
blicado em 1892 em russo e traduzido para o franceés em 1907 (LYAPUNOV, 1907).
Lyapunov cita o artigo “Sur les courbes définies par une équation différentielle” como
uma das motivagoes de seus proprios métodos, mas obtém resultados absolutamente
originais em relacdo aqueles obtidos por Poincaré. O matemdtico russo critica o
emprego nao justificado que se fazia da forma linear nos problemas de equilibrio de
um sistema fisico, e motiva seu préprio trabalho no estudo rigoroso das condicées
de linearizacao: “a legitimidade de uma tal simplificacdo nao se justifica por nada
a priori(...)Pelo menos é evidente que. se a resolucao do problema simplificado pode
dar uma resposta ao antigo, é somente sob certas condigoes, e estas tltimas nio sao
indicadas ordinariamente” (LYAPUNOV, 1907).

Na verdade, tais criticas participavam na verdade de restrigbes mais profundas
do autor russo em relacdo aos trabalhos de Thomson e Tait (THOMSON & TAIT,

1879-1883) e do prdprio Poincaré sobre a definicao de estabilidade relativa as figuras
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de equilibrio de um fluido em rotagdc. Retornaremos a estas criticas no capitulo
onde tratamos da estabilidade, mas pontuarmos que as restricoes a obra de Poincaré
visavam apenas os trabalhos sobre as figuras de equilibrio. Sobre o problema de
que tratamos neste capitulo, Lyapunov demonstra que, se ndo exigimos a condicdo
de independéncia linear (como na terceira hipdtese da tese de Poincaré}, ndo existe
em geral uma linearizacao diferencidvel e pode-se garantir, no maximo, uma forma
normal ndo-linear. Tudo isso para o caso onde a equacdo é analitica.

E importante notar que o artigo de Poincaré opera um deslocamento do estudo do
caso complexo, o qual predominava na pesquisa de seus antecessores, para o caso real.
No caso complexo, o estudo de singularidades de ordem superior foi estendido por
varios autores como Picard, Horn, Lindeldf e Dulac, No entanto, no caso real, que €
o que tratamos neste trabatho, além de Lyapunov, um dos primeiros desdobramentos
dos resultados de Poincaré fol proposto por {. Bendixson, matemdtico sueco que ge-
neralizou varios dos teoremas de Poincaré, sendo alguns para o caso ndo-analitice. Se
X e ¥ comecam por termos lineares e a singularidade ndo é um foco, Bendixson divi-
de a vizinhanca desta singularidade em regides delimitadas por solugdes que tendem
para a singularidade. Ele mostra entao que, nestas regides, o comportamento das
solucgoes é andlogo ao da vizinhanca de um colo ou de um né. Neste iltimo caso tais
regides sao ditas nodais. Considerando estas regides na vizinhanga de pontos singula-
res de ordem superior para o caso analitico, Bendixson determina o nitimero maximo
de regioes quando as expansoes de X e de Y nao comecam por termos lineares. Es-
te trabalho serd importante principalmente na generalizacdo do resultado global de
Poincaré analisado no préximo capitulo. Voltando ao problema da linearizacéo, no
caso analitico, observamos que H. Dulac (DULAC, 1912), fortemente inspirado pelos
trabalhos de Bendixson, simplificou o problema. reduzindo as equagdes originais em
dimensao n a uma forma em que a integracao é possivel.

Se pensamos na possibilidade da linearizagdo, desprezando alguma das hipdteses
da tese de Poincaré, novas idéias serao apresentadas por Birkhoff, em dois artigos
publicados por volta de 1930, {BIRKHOFF, 1929) ¢ (BAMFORTH & BIRKHOFF,
1930). Estes artigos procuram saber o que acontece se desprezamos a condigao de

que as raizes da equagdo caracteristica {nomenclatura utilizada por Birkhoff) estdo
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em um mesmo semi-plano do plano complexo {hipétese II). Neste caso as séries sao
divergentes mas os autores mostram que, nos casos reais em que n = 2 ou n = 3,
exigindo-se apenas que as rafzes nao sejam todas de mesmo sinal, a linearizacao
é valida por uma transformacdo C™ na vizinhanca da origem. As equacdes sao
analiticas mas, enfraquecendo-se as condi¢des, ndo conseguimos mals encontrar uma
mudanca de coordenadas analitica. A razao disto é a divergéncia das séries mas, ainda
assim, € demonstrado que esta transformacao é analitica em “quase todo ponto” desta
vizinhanca.

Ainda neste caso, nao considerando que as rafzes pertencem ao mesmo semi-plano
complexo e assumindo-se apenas que elas nao sdo imaginarias puras, se exigirmos uma
condicao mais forte para substituir a terceira hipdtese da tese de Poincaré, o problema
foi considerado por Siegel em 1952 (SIEGEL, 1952). Importante notar que neste
artigo as raizes da equacfo caracteristica ja sdo chamados autovalores (“Figenwerte” )
e o problema ¢é identificado eomo um problema de forma normal {(“Normalform”).
Além disso, o enunciado do problema ganha um novo tom, com a utilizagio de uma
linguagem de teoria dos grupos. Abaixo citamos aproximadamente os termos em que
Siegel coloca o problema, indicando entre parénteses quando hé sinénimos de algum
dos nomes que j& empregamos até aqui.

Seia um sistema I, = Py de n equacdes diferenciais de primeira ordem e supomos,
semn perda de generalidade, que as fungées FP; se anulam no ponto z; = 0. Na vizi-
nhang¢a de tal ponto, existe uma mudanca de coordenadas y, = Filzy, ..., x,) tal que
o sistema original pode ser escrito como ¥, = ;. Trata-se do problema de encon-
trar sistemas invariantes sob ¢ grupo de mudancas de coordenadas a partir de duas
perguntas:

Quando dois sistemas dados sdo equivalentes por uma certa mudanca de coorde-
nadas convergente?”

Agrupando-se sistemas equivalentes em uma classe, como ficam as formas normals
em cada classe de sistemas?

No caso que consideramos neste capitulo, a forma normal em questao é linear. Um
primeiro passo para responder a estas perguntas ¢ a nocao de conjugagdo, que também

é mencionada por Siegel. Seja M a matriz associada a parte linear de 2, = Py e N a



matriz associada i parte linear da mudanca de coordenadas. Temos que NA/N ! leva
o sistema 3, = (Jp nas partes lineares dos (J;. A transformacao M € uma conjugacao
entre as partes lineares de P, e ;.

Mas exigimos até aqui que as equacoes fossem analiticas. Um dos primeiros artigos
a tratar do caso real nao analitico foi publicado em 1957 por Nagumo e Isé(NAGUMO
& ISE, 1937), que buscam as condighes para que exista uma linearizacio C*. Nio
entraremos nos detathes deste trabalho, pois nos apressamos para chegar ao nome de
Sternberg?. Inspirado por questdes relacionadas ao estudo de equacoes diferenciais
a partir de ferramentas da teoria dos grupos, Shlomo Sternberg inicia uma série de
trabalhos sobre o tema da linearizagdo por volta de 1955. Sternberg foi aluno de
Aurel Winter, bem como Philip Hartman. outro dos protagonistas desta histéria,
sobre quem falaremos mais tarde.

Ja vimos alguns exemplos de como o estudo das equacdes diferenciais pode ser
feito pela via de sua associacao a propriedades de certos grupos de transformacoes.
Citamos brevemente, no primeiro capitulo, como Poincaré associa a solubilidade de
uma equacdo linear a uma propriedade de descontinuidade de um grupo associado a
tal equacdo. Na segunda metade do século XIX, o estudo das solucées das equagdes
algébricas, certos problemas geométricos e a andlise das solucgbes das equagdes dife-
renciais associaram-se freqiientemente ac estudo de propriedades do grupo correspon-
dente. Elie Cartan introduz uma novidade em tal associacao, tendo sido o primeiro
a pensar reciprocamente, investigando, a partir de um grupo, que geometrias estao a
ele associadas. No caso das equagtes diferenciais, a colaboragio de Cartan tem uma
de suas raizes no trabalho de Sophus Lie. Este diitimo havia estudado a integracido de
sistemas diferencials que admitem um grupo de transformacdes, continuo e de ordem
finita, com uma estrutura particular. A partir da teoria de Lie, e das pesquisas de

Vessiot, Cartan inicia o estudo de grupos infinitos®, reduzindo-o, em particular, a

10 caso do artigo de Nagumo e Isé serd tratado pelo propric Sternberg em um artigo de 1958
(STERNBERG, 1958} ¢, alguns anos mais tarde, por Chen, em um trabalho publicado em 1963
também no American Jowrnal of Mathematics (CHEN, 1963). Interessante notar que vérios dos
trabalhos dos quais falamos aqui foram publicados no mesmo American Journal of Muothematics,
bers como alguns dos préximos que iremos citar. Ao que parece, neste periodo, as discussSes sobre
este problema circulavam bastanie neste jornal que era editade por Aurel Winter.

50 que era chamado um “grupe infinito” nio ¢ considerado um grupo no sentido atual do termo.
Tratam-se de familias de homeomorfismoes definidos em varios dominios de uma variedade, satisfa-
zendo certas equagtes diferenciais parciais. O problema é que os dominios de defini¢io de diferentes




procura das equivaléncias de certos sistemas de equagdes diferencials totais comple-
tamente integraveis. Nos artigos que publicon nos anos cingilenta, percebemos que
Sternberg foi bastante influenciado por este ponto de vista.

Comegaremos por um trabalho de Sternberg que generaliza o resultado demons-
trado na tese de Poincaré. Na verdade, a condicdo de que as raizes devem estar
no mesmo semi-plano complexo, deixadas de lado nos altimos trabalhos citados, é
retomada e adaptada ao caso real, onde ela forca o sistema inicial a ser uma con-
tracdo. Em um artigo publicado em 1957, “Local contractions and a theorem of
Poincard” (STERNBERG, 1957}, que é uma parte de sua tese, Sternberg analisa as
condi¢oes de linearizagao para contragdes, com as mesmas condicoes da tese de Poin-
caré, para o caso nao analitico. No entanto, uma marca deste artigo de Sternberg ¢é
o fato de que ele no trabalha sobre a equacdo diferencial, mas sobre o fluxo definido
por esta equacao diferencial. Ja dissemos que este ponto de vista caracteriza uma
abordagem de sistemas dindmicos. A segunda hipdtese da tese de Poincaré, de que as
raizes devem estar sobre um mesmo semi-plano complexo, equivale ao fato da parte
real dos autovalores ser negativa. Neste caso, o fluxo gerado pela equacdo diferencial
do problema é um semi-grupo de contragées, a um parametro, em uma vizinhanca da
origem.

Ambas as condicOes da tese de Poincaré sio mantidas, mas eliminando-se a
hipdtese de que as equagoes sao analiticas, ndo é possivel aplicar o método dos majo-
rantes de Cauchy, como o fizera Poincaré. O objetivo do artigo serd assim enunciado
por Sternberg:

“No que segue noés devemos obter formas normais para contragbes suaves no n-
espago euclidiano, isto é, devemos obter invariantes para contracdes C* sob auto-
morfismos do grupo de mudancas de coordenadas locais C*” (STERNBERG, 1957,
p.810).

Demonstra-se assim que qualquer sistema de equacdes diferenciais de classe C*,
satisfazendo as hipdteses da tese de Poincaré, pode ser linearizado por uma mudanca

de coordenadas C*. Esta generalizacio para um k qualquer sé foi possivel porque

homeomorfismoes néo sdo necessariamente os mesmos, o que faz com que eles nao formem um grupo.




52

Sternberg trabalha diretamente nas propriedades do grupo de transformacoes C* lo-
cais®. Podemos entender qual o papel das hipdteses I e III, pois o autor demonstra
que, em um sub-grupo tomado convenientemente, se tais hipdteses sio satisfeitas e
¢ adicionada uma hipdtese sobre k, qualquer transformacao pode ser linearizada por
uma mudanca de coordenadas que também pertence ao grupo. Tanto o fluxo que
queremos linearizar, tomado em um certo instante’, quanto a mudanca de coordena-
das que lineariza sdo tomados como elementos de um mesmo conjunto e isso porque,
ao invés de considerarmos a equacio diferencial, consideramos o fluxo determinado
por esta equagao.

Ainda sobre este artigo de Sternberg, destacamos que é demonstrado faciimente,
a partir dos resultados gerais obtidos sobre o grupo de transformacoes, que, se nao
exigimos a condicao de nido-ressonancia sobre os autovalores, ndo existe em geral uma
linearizacaoc diferencidvel e podemos garantir, no melhor dos casos, uma forma normal
nao-linear. Este resultado é uma generalizacio. para o caso nao analitico, do teorema
de Lyapunov citado anteriormente. Sao obtidos ainda uma generalizacdo para um
resultado de Siegel, eliminando suas premissas de analiticidade e um teorema sobre
variedades invariantes, que comentaremos no préximo capitulo.

Algumas consideragdes sobre as propriedades dos grupos formados pelas mu-
dangas de coordenadas empregadas irdo nos inspirar algumas timidas conclusdes ao
final do capitulo. As mudangas de coordenadas empregadas podem ser analiticas—
como na tese de Poincaré; difeomorfismos— como no artige de Sternberg; ou
homeomorfismos— que veremos adiante. Estas propriedades estdo relacionadas ao
modo como enxergamos as trajetdrias. Sabemos que, em wm problema de lineari-
zagao, trata-se de verificar quando as solugdes do sistema nao-linear sao equivalentes
as solugbes do sistema linear, mas o quer dizer “ser equivalente”? Esta afirmacio é
sempre relativa a existéncia de uma mudanca de coordenadas e esta transformacao
ser anaiitica, diferencidvel ou apenas continua, estabelece a natureza das propriedades
gue enxergamos nc conjunio de solucdes.

Sternberg faz questdo de ressaltar, no artigo de 1955, que o problema de for-

mas normals para contragoes teria uma natureza completamente diversa caso nao

®Mais precisamente s&o grupos de germes de transformacoes.
“Dizemos hoje o fluxo no tempo um.
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estivéssemos assumindo nenhuma condicdo de diferenciabilidade. Isto porque, dados
dois homeomorfismos contrativos A e N definidos em uma vizinhanca da origem, po-
demos, sob certas condigdes®, garantir que existe um homeomorfismo R, definido na
vizinhanca da origem e mantendo-a fixa, tal que RMR™! = N. Esta transformagio
R é uma conjugacdo entre M e N e a existéncia desta conjugacéo quer dizer que
duas contracdes quaisquer sao equivalentes, na vizinhanca da origem. Se buscamos
formar classes de transformagdes equivalenies, neste caso elas podem ser agrupadas
em apenas uma classe.

Deixemos um pouco Sternberg de lado para falar de um ountro aluno de Aurel
Winter, a saber, Philip Hartman. Os leitores familiarizados com a teoria dos sistemas
dinamicos o identificardo imediatamente ao teorema de Grobman-Hartman, demons-
trado independentemente, com provas distintas, por Hartman e por Grobman, um
matematico soviético. Em um significativo trabalho publicado em 1960 (HARTMAN,
1960b), apresentado em um simpdsio sobre equagées diferenciais realizado no México
no ano anterior, o autor retoma o problema da linearizag¢do quando os autovalores
tém parte real negativa: a perturbacio é de classe C?; e a mudanga de coordenadas é
de classe C!; mas nenhuma condicio de ndo-ressonancia ¢ exigida. A resposta é que,
ern dimensao n, 6 ha resposta afirmativa para o caso de contragoes e o resultado nao
pode ser estendido sem que sejam impostas restrigoes adicionals sobre os autovalores.
O exemplo seguinte, mencionado por Hartman, tem especial importancia para nos:

Seja o sistema diferencial analitico de trés equagdes

r’ = ox
Y = (o~ vy +zz

z' = -z,

onde a >y > (.
Este sistema nao admite uma linearizacio local de classe €. Isto é, ndo existe
transformacao local C*, com jacobiano ndo nulo, gue leve as trajetdrias do sistema

acima nas trajetérias do sistema:

8Se o problema é definido em dimensdo n, a condicic mencionada diz respeito a exigéncia de
uma propriedade do grupo de homeomorfismos da esfera de dimensédo (n - 1).




U = Y

Tal exemplo é seguido pela afirmacdo: “Isto responde a uma pergunta colocada por
M. Peixoto” (HARTMAN, 1960b, p. 221}. Hartman, neste artigo, nao cita nenhum
trabalho de Peixoto, mas soubemos por este 1ltimo® como tal discussio se deu em
Baltimore, escola que ambos freqitentavam neste periodo, que pode ser considerada
um desdobramento da escola de equacdes diferenciais gque havia sido fundada por
Lefschetz nos Estados Unidos apdés a Segqunda Guerra Mundial'®. Lefschetz havia
traduzido os trabalhos soviéticos do russo e introduzido algumas de suas idéias no
Ocidente, em particular aquela que é conhecida hoje como estabiidade estrutural.
Dedicaremos um capitulo a esta nog¢io mas € necessario dizer, neste momento, que a
questao ¢ saber se a perturbacgio de um sistema ocasiona mudangas significativas no
sistema original ou transforma-o em um sistema que pode ser considerado equivalente.
Esta abordagem propde que a nocao de equivaléncia usada seja um homeomorfismo.

O nome homeomorfismo foi introduzide pelo préprio Poincaré, em seu célebre ar-
tigo sobre a Analysis Situs, para designar uma transformacao bijetiva e bicontinua.
Para criar as novas ferramentas ai contidas, ele foi inspirado pela andlise qualitati-
va das equactes diferenciais em dimensbes superiores, que o for¢ava a substituir a
geometria que havia sido empregada com sucesso ern dimensoes baixas.

Nos resultados comentados até aqui procuramos mudangas de coordenadas dife-
rencidveis que linearizem o sistema. No exemplo de Hartman, que responde a uma
pergunta de Peixoto, chegamos a uma conclusio negativa, se exigimos gue a mudanga
de coordenadas seja diferencidvel, o que nos sugere a pergunta: e se exigirmos apenas
que esta transformacio seja continua?

O préximo artigo de Hartman sobre o tema chama-se “A lemma in the theory of
structural stability of differential equations” (HARTMAN, 1960a) e nele é publicada
uma primeira versdo do resultado que conhecemos hoje por teorema de Grobman-

Hartman. O novo enunciado tem aproximadamente a seguinte forma:

9Comunicacio pessoal (PEIXOTO, 2000,
Wyer A, Dahan-Dalmedico: “La renaissance des systémes dynamigues auz Etats-Unis aprés la
deuziéme guerre mondiale— Vaction de Selomon Lefschetz’ (DAHAN DALMEDICO, 1994},
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Seja o sistema de equacbes diferenciais ndo-lineares, auténomas e reais 2’ = Lz +
F(z), onde F(x) é uma fun¢do diferencidvel’’ em uma vizinhanca de z, e L é uma
matriz com autovalores vy, ¥, ..., ¥n, que possuem parte real diferente de zero'®, L ¢
a parte linear do sistema e F' pode ser vista como uma perturbacio do sistema linear
que pretendemos, de fato, desprezar.

Lembramos que na tese de Poincaré o problema de linearizacio foi formulado do
seguinte modo: temos um sistema nao-linear que serd expandido em uma série da
qual tomaremos os termos de primeira ordem (parte linear do sistema). O enunciado
que extraimos do artigo de Haruman é absolutamente equivalente, mas partimos do
sistema nao-linear j4 expresso como uma perturbacio de uma sistema linear.

Hartman prossegue mencionando Peixoto mails uma vez, para observar que este
iltimo levanton a questio de saber se existe um “mapa topolégico” (homeomorfismo)
R, transformando a varidvel x em uma outra varidvel u, definido em uma vizinhanca
da origem tal que as solucdes do sistema de equacdes nao-lineares original sao levadas
nas solucoes do sistema de equacbes diferenciais lineares v’ = Lu. A questdo é
respondida afirmativamente por Hartman para o caso em que F ¢ de classe C? e, em
um artigo posterior, {(HARTMAN, 1963), se F é de classe C*, onde é empregado um
procedimento distinto.

0 homeomorfismo procurado serd na verdade uma conjugacao entre as solugoes do
sistema linear e do sistema nao linear (visto como uma perturbagao do sistema linear).
Ora, temos assiin uma formulacio definitiva do problema de linearizacio como um
problema de conjugacio o que ainda ndo estava clare nos primeiros trabalhos sobre
o assunto. Descrevemos como, desde o artigo de Siegel, o enunciado ganha uma
visao mais geral, a partir da teoria dos grupos, como a procura de formas normais,
mas que esta, de fato, para além do problema de linearizacdo. Desde Sternberg,
no entanto, o problema da linearizacdo vai se tormando mais preciso, podendo ser
encarado indistintamente como um problema de aproximacgao linear, um problema
de conjugacfo e um problema de perturbacdo. Dizer isto hoje, pode parecer uma

obviedade, contudo, procuramos mostrar que, do ponto de vista historico. esta visao

tHINa verdade, com um certo grau de diferenciabilidade.
HNote-se que esta condicdo é mais fraca que a condigio sobre os autovalores exigida no teorema
de Sternberg, que @ a terceira hipdtese da tese de Poincaré,




foi construida aos poucos, a partir de influencias diversas.

Conforme mencionamos antertormente, o resultado de Hartman foi demonstra-
do independentemente pelo matematico soviético Grobman ((GROBMAN, 1959) e
(GROBMAN, 1962)). Outro soviético, o matemdtico Anosov(ANOSOV, 1986}, de
quem falaremos mais tarde, afirma que nem o cbjetivo de Grobman nem o de Hart-
man era demonstrar um teorema de estabilidade estrutural, mas apenas responder
a uma pergunta sobre a possibilidade de se linearizar um sistema na vizinhanca de
seus pontos de equilibrio. £ verdade que matematicamente a linearizacao local é um
caso tdo particular de problema de estabilidade estrutural, que néo haveria grande
interesse em colocd-lo dessa maneira. No entanto, vimos que Hartman menciona ex-
plicitamente a pergunta sobre a estabilidade estrutural em seus trabalhos e, do ponto
de vista histdrico, parece interessante assinalar essa influéncia.

Nao é questao, entretanto, falar da estabilidade estrutural neste capitulo, mas da
proposicao do problema de linearizacdo, onde a transformacao que lineariza pode ser
tomada como um difeomorfismo ou um homeomorfismo. Um exemplo poderd nos
facilitar a compreender a diferenga entre os dois casos.

Sejam dois sistemas bidimensionais cujas solugbes possuem respectivamente as
formas desenhadas abaixo, que correspondem a uma singularidade de tipo foco e

outra de tipo né:
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Para o teorema de Sternberg estes espagos de fase sao essencialmente distintos,
pois a transformagio que leva um no outro ndo pode ser diferenciavel. Para vermos
isto, basta pensar que o sistema representado € um péndulo amortecido, préximo de

um ponto de equilibrio estavel, cuja equacio é dada pelo sistema:
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dx
dt

dv
dt
Se o valor de p, que é a constante de amortecimento, é pequeno, temos que a

= —wisen {z) — py

origem é um foco; e se é grande, temos um né do sistema linearizado, representado na
fisura. O que significa que, se p é pequeno, o péndulo ird se aproximar da posicao de
equilibrio, produzindo oscilagées cada vez menores, enquanto, no outro caso, ele segue
uma direcao de aproximacao assintética. Esta informagio diz respeito ndo apenas as
posicoes do péndulo quando ele estd proximo da posicdo de equilibrio, mas também
a sua velocidade. Sabemos que a velocidade faz parte da estrutura diferencial de um
sistema, que sé teria chances de ser mantida por uma transformacio diferenciavel que
preserva propriedades métricas,

Visando as idéias que serdo exploradas na proxima secdo, onde falaremos de elas-
ses de equivaléncia, salientamos que a equivaléncia via homeomorfismo nio diferencia
os casos do desenho. Ambos os casos representam absolutamente a mesma coisa, uma
vez que podem ser levados um no outro por um homeomorfismo. Os possiveis desenhos
bidimensionais que Poincaré e Joukovsky descreveram seriam reduzidos a apenas trés
casos, uma vez que o conjunto das trajetérias que espiralam para a origem e o daquelas
que se aproximam por retas podem ser levados um no outro por um homeomorfismo.
A descricao por uma transformacio continua interessam outras propriedades como o
fato de que, se o péndulo se encontra em sua posicao de equilibrio, e fazemos com que
ele sofra uma pequena perturbacio, em ambos os casos ele retornard a posicio original,
isto €, as solucdes na vizinhanca se aproximam da posicdo de equilibrio e este equilibrio
é estavel. Obviamente, se for vdlido o teorema de Sternberg, teremos também esta
informacdo, isto €, o teorema de Sternberg diz mais coisas que o teorema topoldgico.
No entanto, ele necessita de condigoes mais fortes e, independentemente do resultado
diferencidvel, ha outras informagoes importantes a serem extraidas. O teorema de
Grobman-Hartman agrupa mais objetos, fazendo-nos ver os aspectos qualitativos do

comportamento do sisterna®®.

13Na verdade este resultado € mais forte que a simples identificacido de uma situagio ndo-linear
com sua aproximagdo linear a menos de um homeomeorfismo. Isto porque este homeomorfismo € uma
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Pode parecer que estamnos diante de uma questdo puramente técnica, mas nosso
objetivo neste capitulo é defender o contrario. Hd uma diferenga importante entre
os dois pontos de vista, que diz respeito ao sentido do conhecimento de um objeto
matemadtico. O que é conhecer um objeto a menos de uma transformacio? Qual a
diferenca entre conhecer a menos de um difeomorfismo e conhecer a menos de um
homeomorfisme? Queremos saber o que pode significar conhecer em matematica.
Mais que isso, ressaltamos que a matematica inventa seus modos de conhecer sob as
condicoes de possibilidade de um certo enunciado®,

A separacdo entre a linearizacio diferencidvel ou continua teria muito menos in-
portancia se nos posiciondssemos em um referencial interior & matematica, Nesta
disciplina, as vezes, chamamos um difeomorfismo, as vezes, de homeomorfismo dife-
renciavel, ou de certa classe de diferenciabilidade. Portanto, ndo estamos falando de
objetos matematicos distintos, mas de processos de invencao matematica historica-
mente localizados, que encerram questoes distintas. Partindo de uma inversao dos
resultados, optando pela ordem histdérica, desejamos criar condicbes para que venha
a tona, do interior mesmo da matemaédtica, o seu pensamento. Este é exatamente o

movimento que, no nosso trabalho, ird possibilitar uma aproximacio com a filosofia.

2.2 Conhecer topologicamente

Comecaremos por dar um exemplo de classificacio topoldgica— realizada por meio
de um homeomorfismo. Em topologia, classificamos as superficies de um certo tipo
pelo nimero de buracos que elas possuem. Este ntmero é chamado género, ou genus,
da superficie: a esfera é uma superficie de género zero e o toro tem género um.
Podemos, entao, classificar as superficies compactas orientdveis, dizendo que elas
sa0 sempre topologicamente equivalentes a uma esfera ou a um toro ou a um bi-
tore ou a um tri-toro, e assim por diante. Isto quer dizer que, tomando-se uma
superficie qualquer que satisfaca as condi¢des, uma xicara por exemplo, ela tera que

se encaixar em uma das classes que, neste exemplo, seria a classe dos toros, visto

perturbacio da identidade.

Htaro que tais definicdes também podem ser influenciadas por demandas externas, que visam
4s aplicagdes, por exemplo. Este caso serd comentado apenas na segunda parte, pois agul nos
contentamos em falar da dinfmica interna.
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que toda xicara possui uma alga. Conhecemos assim, do ponto de vista topoldgico,
toda e qualquer superficie compacta orientavel. £ preciso frisar ainda que quando
classificamos do ponto de wista topoldgico queremos dizer que a classificagdo é véalida
a menos de um homeomorfismo, isto €, que ha sempre uma transformacio continua,
com inversa continua, entre objetos da mesma ciasse; esclarecemos ainda gue dois
objetos sio homeomorfos se podemos transformar um no outro sem quebrd-los ou
esgarca-los. Uma propriedade topoldgica é uma propriedade que € invariante por um
homeomorfismo qualquer.

A existéncia desta transformacio define quando os objetos sdo equivalentes e po-
dem integrar uma mesma classe que, por motivos ¢bvios, serd chamada de classe de
equivaléncia. O nimero de classes indica o mimero de objetos que consideramos dis-
tintos, visto que, se dois objetos estdo em uma mesma classe, eles sdo considerados o
mesmo objeto. Podemos formar classes com outros tipos de transformagao, desde que
elas permitam que arrumemos um nimero interessante de objetos em uma mesma
classe. Obviamente uma classificagio em que haja apenas um objeto por classe néo
seria interessante do ponto de vista matematico. A propriedade que os objetos possu-
em de se deixarem dispor e uma classe depende, no entanto, das transformacées que
utilizamos como nogao de equivaléncia. Enfocaremos assim, no préximo pardgrafo,
as propriedades destas transformacdes em si mesmas.

Jé& dissemos que certas transformacoes podem formar um grupo. Constituir um
grupo de transformacgdes significa que podemos nos liberar das especificidades de cada
transformacao para estudar o que elas tém em comum. Podemos até dizer que lidamos
com a esséncia de tais transformacdes, se ndo tomamos a palavra esséncia no senti-
do de um absoluto, mas como algo inseparavel do problema onde tais transformacoes
estao sendo introduzidas. Dissemos também que o conjunto de homeomorfismos locais
definidos em uma mesma vizinhanca de um ponto dado, mantido fixo, pode formar
um grupo. O ponto de vista dos grupos de transformacdes possibilita definir o campo
de atividade de um certo dominio da matematica, como no programa de Félix Klein,
quando este enunciou gue as diferentes geometrias podem ser definidas como o estudo
de invariantes de certos grupos de transformacoes. Assim, a geonetria euclidiana, por

exemplo, é definida como o estudo das propriedades de figuras que sao invariantes
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por isometrias; a geometria projetiva, por sua vez, estuda os invariantes de transfor-
magdes projetivas; e a topologia, como vimos, os invariantes por homeomorfismos.
O préprio Poincaré, em um tempo onde a teoria dos grupos ainda ndo ocupava um
lugar privilegiado na matematica, cusou dizer que, no apenas o objeto da geometria
é 0 estudo de um grupo particular mas o “conceito geral de grupo preexiste em nosso
espirito ao menos em poténcia”(?OI;\'CARE, 1918, p.93). Ele queria dizer que o
conceito de grupo ¢ uma das formas do entendimento, constituindo um a priori no
sentido kantiano do termo.

As breves consideractes que acabamos de fazer sobre a topologia e a teoria dos
grupos tocam em questées que ja foram muito exploradas do ponto de vista histérico
e epistemoldgico. Mencionamo-nas apenas para destacar o quanto tocamos em as-
suntos conceitualmente densos ao falar de um problema de classificacio relativo as
equagoes diferenciais. Voltando entdo a estas equacoes diferenciais, falamos, no pri-
meiro capitulo, de modo como Poincaré resolve o problema das equacoes lineares
identificando as propriedades da funcio que devem permanecer inalteradas por certas
substituicoes que formam um grupo descontinuo. Ele ressalta que uma tal solucéo
pode ser mais satisfatoria que o conhecimento explicito de séries que, por sua vez, po-
dem dizer muito pouco sobre as solugtes. Partimos entdo de uma equacio diferencial
e tentamos compreender a natureza intima de suas solugbes, identificando as propri-
edades que sdo invariantes. Quais? Sob que tipo de transformacdo? As propriedades
que gostariamoes de manter inalteradas dependem da pergunta que fazemos sobre a
solugdo da equagao. Que tipo de caracterizacdo desta solucio consideramos resolver
o problema? Ja vimos a novidade introduzida por Poincaré com relacio aos antigos
procedimentos.

No caso de nosso problema de linearizagdo, os teoremas de Sternberg e de
Grobman-Hartman fazem perguntas diferentes. No primeiro, devem ser mantidas as
propriedades diferencidveis que se relacionam & estrutura do conjunto das solugdes,
enquanto os invariantes topoldgicos do segundo exprimem propriedades de situacao,
isto é, propriedades relativas a como as frajetdrias se sifuam umas em relacdo as

outras.
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Sabendo qual a natureza das propriedades que queremos manter mvariantes, es-
colhemos uma nogdo de eguivaléncia. Uma nocao de equivaléncia define matematica-
mente quando dois objetos sdo parecidos, ou melhor, “iguais”. Classificar é agrupar
objetos em uma mesma classe se os consideramos “iguais” do ponto de vista de certas
propriedades que pretendemos salientar.

No exemplo que estudamos, o problema da linearizacdo era visto, no inicio, como
um problema de aprorimacdo que, como o préprio nome diz, investiga quando um
sistema pode ser aproximado por um outro. Em seguida, a partir da nogdo de con-
jugacao, passamos a considerar que os conjuntos de solugoes de dois sistemas sdo os
“mesmos” se existe uma tal conjugacio- que traduz uma nocgao de equivaléncia entre
dois conjuntos de solugbes. Isto nos permite fazer uma classificacao dos casos de so-
lucao e sabemos que as classificacées serao distintas dependendo do fato de usarmos
um difeomorfismo ou um homeomorfismo como nogio de equivaléncia. Mas podemos
afirmar também que: dade uma nogao de equivaléncia, investigamos as proprieda-
des que ela mantém invariantes. Defendemos que ambos os procedimentos se fazem
a0 mesmo tempo e ndo nos interessa saber o que vem em primeiro lugar; as pro-
priedades invariantes e as transformacdes que as deixam invariantes se determinam

reciprocamente,

2.3 Conjugacao e classificacao

Vimos que podemos nao estudar as transformacoes individualmente, mas os grupos
de transformacées, o que nos permite negligenciar as particularidades de cada trans-
formacao para guardar apenas o essencial. Poincaré dizia que a matemdtica é a arte
de dar o mesmo nome a coisas diferentes e que, entre as palavras que exerceram uma
feliz influéncia estio invariante e grupo (POINCARE, 1908¢, p. 32), palavras que nos
fizeram perceber a esséncia de muitos procedimentos matematicos.

O problema de se linearizar localmente uma equagac diferencial é reduzido ao
problema de se encontrar equivaléncias para as trajetérias destas equacoes diferen-
ciais, na vizinhanca de uma singularidade. Mas vimos que estas trajetdrias podem
ser enxergadas como Orbitas da acido de certos grupos no espago onde a equagdo €

definida; no nosso caso, um espago euclidiano de dimensao n.
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Podemos enxergar as possibilidades de linearizacdo a partir da estrutura dos gru-
pos de transformacdes formados por transformacdes locais C* definidas em um espago
E. Em um grupo de transformacoes, para que duas transformacoes 77 e Ty pertencam
a uma mesma classe, deve existir uma transformacio H, pertencente ao grupo, cha-
mada conjugacdo tal que HT\H™! = T, isto é, o diagrama abaixo comuta. Este foi
o modo como definimos a equivaléncia entre duas transformacdes. JA4 mencionamos

que os homeomorfismos locais contrativos, dada uma condicao adicional, formam uma

classe.
E % E
H | L H
E & E

Podemos formular o problema da linearizacéo como o estudo do grupo de trans-
formacoes associados ao sistema linear v/ = Lu. Mas o sistema linear é definido pela
derivada da funcao original na vizinhanca da singularidade!®. Dado o fluxo de uma
equagao diferencial, queremos saber, na vizinhanca de um ponto singular, quando sua
dindmica ¢ determinada pela dinamica de sua derivada. Isto é equivalente a estudar
o grupo das transformacées locais no espaco euclidiano.

Othando para o grupo de transformacoes C!, se hd uma transformagio H conju-
gando duas transformacoes ) e Dy, devemos ter, obrigatoriamente, na vizinhanca
de um ponto p onde Dy(p) = 0, que DH conjuga as transformacdes lineares deri-
vadas de Dy e Dy. Mas para isto, as transformacoes derivadas devem ter o mesmo

6

espectro, isto é'%, 0s mesmos autovalores e, do ponto de vista linear, as transfor-

maces que querfamos conjugar sio as mesmas’ .

Deste ponto de vista, s6 podem
ser considerados parecidas, ou “iguais” no ponto de vista de classes de equivaléncia,
as transformacdes que possitemn a mesma parte linear, isto é, onde as partes lineares
sao realmente iguais, no sentido usual. Isto exclui qualquer possibilidade de uma

perturbacao sobre a parte linear se parecer com o sistema linear correspondente, pois

a nogao de equivaléncia empregada é excessivamente rigida.

5L embremos que relaxamos a condigio de diferenciabilidade da linearizacio, mas néo do sistema
original que é suposto diferenciavel.

Y Como estamos falando de dominios finites.

TExiste na verdade um homomorfismo do grupo de transformacdes C1 no grupo das matrizes
ndo singulares que envia uma transformacio em sua aplicacdo linear tangente, Uma forma normal
conveniente para esta aplicacdo tangente, também o serd para a transformacio.
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Vimos que, se nos restringimos as contracoes, admitindo a terceira hipdtese da tese
de Poincaré, que é uma condicdo formal sobre os autovalores, Sternberg demonstrou
gue a linearizacao é possivel. Se esquecemos esta condicdo formal, Sternberg demons-
trou que temos ainda uma forma normal, mesmo gue néo linear. Na verdade, estamos
perguntando formalmente quando podemos parar em um certo momento, termo de
ordem um ou de ordem superior finita, da expansio em série de uma sclugao e garantir
que tal aproximacac expressa realmente a solugao que procuramos. Sabemos que o
grupo de germes de contragoes é infinito mas ele possui uma rigidez tal que permite
(dadas certas condigdes) que seus elementos sejam aproximados {por conjugagido) por
polindmios de ordem finita {que formam um grupo de dimensao finita). Esta rigidez
esta mais uma vez associada a uma propriedade que lembra a facilidade de extensao
das funcoes algébricas, tal como as comentamos no primeiro capitulo. O grupo de
polindémios é algébrico e o que dissemos antes é que o que se passa sobre um grupo
algébrico determina o que se passa sobre o grupo das contragoes. E interessante
citar a forma como tal fato foi expressado por Mare Chaperon'®: neste universo, a
rigidez nos permite dizer que as coisas que sac verdadeiras em um grupo algébrico sao
VERDADEIRAS. A parte linear determina a dindmica em um sentido rigido, andlogo
ao sentido algébrico que comentamos brevemente no primeiro capitulo.

Em um grupo de transformacoes diferencidveis nao contrativas isto nao se passa
da mesma maneira e, mais uma vez, devemos penetrar passo a passo neste universo,
tomando uma hipétese a cada vez, que nos restrinja a grupos menos rigidos que o
das contracoes, mas com estruturas fortes, Daremos outros exemplos de trabalhos
do proprio Sternberg, onde ele passa a considerar transformacoes C*°. Ele mostra
(STERNBERG, 1959) que no grupo das transformagoes locais que preservam volume,
os germes das suas formas normais estdo em um namero finito de classes. Ainda neste
artigo ¢ demonstrado que o conjunto de formas normais é uma sub-algebra maximal
comutativa do conjunto das algebras de todos os campos de vetores locais como a sub-
dlgebra de Cartan em relagdo a uma dlgebra de dimensao finita'®. A condiciio formal,

analoga & terceira hipétese da tese de Poincaré, é uma condicao de regnlaridade desta

B (omunicagio pessoal.
9 Associando-se a este resultado citamos os nomes de Moser e Siegel.
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algebra’,

No teorema de Grobman-Hartman, esquecemos esta condi¢cdo de nao ressonéncia
entre os autovalores, passando a exigir apenas que os autovalores da parte linear nao
estejam no circulo unitdrio. J4 comentamos que a singularidade de tipo centro é
bastante sensivel a perturbactes e o que estamos fazendo aqui € excluir este caso, que
pode nos causar problemas, para considerar apenas os casos mais estdveis. No caso
aqui considerado, dizemos que o sistema ¢ hiperbdlico na vizinhanga considerada e
voltaremos a falar desta nomenclatura no quarto capitulo. Podemos dizer entao que,
no caso hiperbdlico ocal, a dindmica da derivada determina a dindmica. Na verdade,
este teorema nao classifica as dindmicas locais possiveis mas afirma que, para isto,
basta classificar os isomorfismos lineares”. Quando falamos na determinagdo da
dindmica, vimos que determinar neste caso ¢ determinar topologicamente, determinar
& menos de um homeomorfismo. Sio as perguntas que fazemos sobre as solugdes das
equacoes diferenciais que convecam a topologia. O modo de dizer que duas situacoes
sao parecidas é, neste caso, topologico. A topologia que, conforme mencionamos,
nasceu para resolver problemas de passagem do local ao global, é introduzida agui em
umn problema local, associada a uma propriedade global dos grupos de transformagoes
locais. Ha uma espécie de ndo-linearidade do problema que exige transformacdes mais
flexiveis, como ¢é o caso dos homeomorfismos. Nao-linearidade que nao é a do sistema
original, mas a da propria linearizacio.

Temos duas transformacoes dadas por dois fluxos {onde um é parte linear do
outro) e a linearizagdo ¢ uma transformacio de transformacdes. No diagrama de con-
Jjugacaoc que desenhamos acima, se Ty e Ty sao as transformacgoes, isto gue chamamos
de “transformacao de transformacoes” é aquela que incide verticalmente no diagrama.
Vimos que esta pode ser um difeomorfismo, que é uma transformacio infinitesimal-
mente linear, ou um homeomorfismo, que € apenas continuo. O que dissemos acima
é que o problema local de passagem do nao-linear ao linear ndo é, em geral, um pro-
blema linear e as linearizacoes diferencidveis exigem uma rigidez muito maior que as

linearizagoes continuas.

®Ele continuara discutindo os grupos de séries formais de poténcias em um trabalho apresentado
no ja citado congresso do México sobre equacées diferencials realizado em 1959,
2 No caso de eles serem hiperbélicos.



Terminaremos com algumas palavras sobre as demonstragoes do teorema de Grob-
man-Hartman usadas atualmente. A demonstracao original aplicava um método de
aproximacoes sucessivas e precisava de um resultado sobre a existéncia das variedades
estdvels e instaveis que definiremos no quarto capitulo. A condicio de hiperbolicidade
¢ importante justamente por permitir a decomposicdo da dinamica neste dois sub-
espagos, estavel e instavel.

Uma outra demonstracio, que ficou mais conhecida, fol proposta por Charles
Pugh{PUGH, 1969). Falaremos mais adiante de um difeomorfismo do toro que possui
propriedades especiais e cuja generalizagio constituiu os difeomorfismos de Anosov.
Moser provou que o primeiro difeomorfismo é estruturalmente estdvel e Abraham e
Mather generalizaram o resultado para todo difeomorfisme, ou fluxe, de Anosov.
Em relagido ao teorema de Grobman-Hartman, o que Pugh fez foi perceber que sua
demonstracao pode ser feita a partir das técnicas usadas por Moser, sem necessidade
da existéncia das variedades invariantes e fazendo ver a unicidade do homeomorfismo
linearizante®.

Se admitimos a existéncia das variedades invariantes, uma outra demonstragio
do teorema de Grobman-Hartman foi elaborada por Jacob Palis(PALIS, 1969a) e
publicada no mesmo ano do artigo de Pugh. Este resultado encontra-se em sua tese
que vem demonstrar, na verdade, um teorema muito mais forte, do qual falaremos
na segunda parte, que € a estabilidade estrutural dos sistemas Morse-Smale. Sobre o
teorema que analisamos neste capitulo, Palis mostra que a sua prova esta relacionada
a este problema. Trata-se de uma demonstracdao com forte apelo geométrico, que
deixa mais claro o papel da decomposicio da dinamica.

Observamos como o teorema de Grobman-Hartman vem se encaixar no contexto
dos problemas de estabilidade estrutural. As duas demonstragbes mais recentes, a
de Palis e de Pugh, fazem-nos enxergar propriedades geométricas, encadeamentos de
necessidades e relagoes com outros problemas que a demonstragao original, mesmo
sendo verdadeira, deixava ocultos. E neste sentido que podemos afirmar que estas

demonstragoes sao mais elegantes, o que é uma freqiiente preocupacio da matematica.

22A demonstracio citada vale também para espagos de Banach. Indicamos para este resultado o
préprio artigo de Pugh e um artigo de Palis (PALIS, 1969b).
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2.4 Esculpindo verdades...

Um grande matemdtico do século XIX, Lejeune-Dirichlet, afirmou que o espirito da
matemdtica moderna é o de substituir as idéias ao caleulo®®. Um exemplo seria a uti-
lizacao aqui das no¢oes de invariantes por transformagdes e grupos de transformacoes.
Mencionamos que Poincaré chegou a incluir a nocao de grupo entre as nogoes a priori
do entendimento. Nio irfamos tdo longe, mas podemos afirmar seguramente que se
trata de uma definigdo que dispensa a referéncia a um certo objeto para focalizar
um procedimento conceitual, que tem a ver com o conhecimento de uma verdade.
Mas o que chamamos de verdade ndo se refere tampouco a um referencial exterior
que seja transcendente. Nao se tratam de verdades a priori, mas de novos proble-
mas, ou melhor, de novas maneiras de se problematizar antigas situacdes, o que faz a
matemdtica avancgar.

Procuramos destacar a tensao essencial que perpassa um momento de invencao em
matemaéatica. Para conhecer localmente as solugoes de equacdes diferenciais desejamos
saber, de modo um pouco mais geral, quando a parte linear de uma transformacao
determina tal transformacao. Mas deferminar, pode ter sentidos diferentes, associa-
dos ao que consideramos suficiente para se conhecer 0 comportamento das selugoes.
Por um lado, temos uma abertura infinita e liberdade de criacio, sendo-nos possivel
mesmo estabelecer que sentido estamos dando & palavra conhecer quanto ao conhe-
cimento de algo. Procedimento que fard nascer uma pergunta. Mas, a partir de tais
perguntas, obtemos respostas inesperadas, que parecem vir do interior da prépria
matematica, fazendo com que o processo pareca mais uma descoberta— vimos que
as condicoes do teorema (interpretdveis em termos das propriedades dos grupos das
transformacoes que usamos na linearizacao) determinam, de modo necessiario desta
vez, 0 tipo de equivaléncia que empregamos. Isto é, o encadeamento das novas ver-
dades as condigoes que o determinam nao se da de modo arbitrario, mas é ligado
por um tipo de necessidade. Insistimos que abertura e necessidade sao ingredientes
fundamentais em um momento de criacio.

O encadeamento necessario se da nas duas direcoes, ou melhor, nos dois sentidos.

A isto chamamos determinacio reciproca de verdades combinadas. Aqui divergimos

2Ver (BRUNSCHVICG, 1922, p.339).
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de Platdo, quando este privilegia o sentido descendente da determinacao das ver-
dades em matemadtica: dos primeiros principios as suas conseqiiéncias. E claro que
isto faz sentido se pensamos nos axiomas fundamentais da matemdtica, no entanto,
no processo cotidiano de invencio, vimos que as verdades vio aparecendo da tensao
produzida por novas condicoes, condicoes que podem ser desprezadas ou transfor-
madas pela forca de novas perguntas. Algo como em um trabalho em barro, onde
esculpimos a matéria a partir da resisténcia que ela oferece, torneamos estas verdades
matemadaticas a partir de condi¢oes que oferecem resisténcias e relaxamos aos poucos,
para introduzir novas condigoes que, oferecendo uma nova resisténcia, fard com que
uma verdade apareca. Mesmo no processo onde certas verdades sido suplantadas por
outras, elas mantém entre si uma relacio de necessidade, podendo fazer aparecer, ao
final, um diagrama de equivaléncias estruturais que dardo um aspecto final estrutura-
do, que pode merecer o nome de teoria. Trata-se de um processo extremamente rico,
que infelizmente a maioria dos textos matemadticos mascara quando reverte a ordem
da criagao. Temos a impressdo de que os textos matematicos sdo escritos de tras pra
frente, escrevemos primeiro o que descobrimos por dltimo: a ordem logica. Como
diz Léon Brunschvicg (BRUNSCHVICG, 1922), compreendemos porque a filosofia da
matematica baseada na légica, falhou em relagho ao problema da verdade ao supor
uma Inversio de sentido entre a ordem da invencao e a ordem légica da exposicio,
admitindo implicitamente que a preocupacdo com o rigor é estrangeira & invencéo.
A forma que a exposigdo légica adquire ndo é independente da matéria com a qual
lidamos. Continuaremos a investigar de que matéria matematica falamos— se ndo a
identificamos a uma realidade exterior nem sensivel nem transcendente— e para isto,

temos sempre necessidade de exemplos matematicos precisos.




Capitulo 3

Miscelanea de outros problemas
colocados na meméodria de Poincaré

Citamos a memoéria “Sur les courbes définies par une équation différenteelle.

3.1 Distribuicao das singularidades

Falamos anteriormente de um problema local e mencionamos uma certa dualidade
entre o local e o global. Tal mencao foi no entanto bastante imprecisa, uma vez que
nao explicitamos os problemas relativos 4 passagem de uma descricdo local a uma
descricao global. Na verdade, ndo hi sentido falar de local e de global sem comecar
por precisar onde estes conceitos habitam. No capitulo anterior, local designava pre-
cisamente a vizinhanca de uma singularidade.

O procedimento de Poincaré consistira, em seguida, em penetrar no ambito global
do conjunto de solugoes passo a passo, instaurando diferentes graus entre o local e o
global. Para isto, seu primeiro passo, apds a descricao da vizinhanca das singularida-
des, serd investigar como tais singularidades se distribuem pelo dominio.

No caso bidimensional, Poincaré estuda as solugdes projetadas sobre uma esfera,
e o primeiro resultado nao local a ser demonstrado ja indica toda a novidade de
sua abordagem: todo sistema de caracteristicas {solucdes) admite pontos singulares.
Dissemos que o novo ponto de vista de Poincaré se caracteriza por encarar as solugoes
em seu conjunto e temos aqui um teorema de existéncia, cujo objetivo se distingue
radicalmente da descricio individual das solu¢des obtida pelos métodos tradicionais

de solucao das equacdes diferenciais.
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Na primeira parte do artigo “Sur les courbes...”, que concerne as definicoes, Poin-
caré comecgava por definir um ciclo e um policiclo. A importancia de comegar seu
estudo pelos ciclos vem do fato de que j& se conhecia um resultado {conhecido hoje
como teorema de Jordan), afirmando que todo ciclo separa a esfera em duas regides,
umna interior e outra exterior ao ciclo. Esta possibilidade permite definir a orientagao
de um ciclo: ele é positivamente orientado se, percorrendo-o no sentido de sua orien-
tacdo, seu interior estd & sua esquerda e negativamente orientado no caso contrério.

Estabelecer a orientacao é fundamental para se definir o indice de uma singu-
laridade, definicio que é empregada por Poincaré no estudo do que ele denomina
distribuicao das singularidades, e é definida como segue:

Seja p uma singularidade isolada no interior de um ciclo C, orientado positivamen-
te. Percorramos C no sentido de sua orientacao até retornar ao ponto de partida. Em
cada ponto do percurso hd um vetor do campo de vetores, e o indice da singularidade
p ¢ o numero de voltas positivas que estes vetores realizam enquanto damos uma
volta sobre C. J4 se trata de uma propriedade local de cardter topoldgice!. Poincaré
ird demonstrar. entdo, que para qualquer campo de vetores definido sobre a esfera, o
ntimero de suas singularidades de tipo nd e de tipo foco, somadas, supera o nimero
de colos de duas unidades®.

Tendo estudado os campos de vetores definidos no plano, a partir de uma pro-
jecdio sobre a esfera, podemos adaptar tal estudo para superficies no espago. Se esta
superficie possui um plano tangente que varia continuamente, o estudo de campos
continuos de vetores tangentes a superficie nos permite generalizar as propriedades
dos campos no plano. Quando Poincaré passa a andlise das equagdes de grau su-
perior as solucdes estdo situadas sobre uma superlicie algébrica e, tomando certas
precaucoes, ele pode supor que estas superficies ndo possuem componentes infinitas
e se reduzem a um certo numero de componentes fechadas. Tomando, entdo, uma
destas componentes, uma superficie S, ele utiliza o genus p desta superficie para

generalizar a relacao entre os pontos singulares encontrada sobre a esfera:

tA topologia ndo surgiu com Poincaré e a utilizagdo do tecrema de Jordan é um exemplo disto.
No entanto, como acontece em varias dreas, em se tratando deste matemadtico, ele dard contribuicGes
fundamentais & topologia tal que a conhecemos hoje. Para o desenvolvimentoe da topologia antes de
Poincaré, ver La topologie algébrique des origines ¢ Poincaré (PONT, 1974).

E importante lembrar que estamos considerando sempre o caso em que as singularidades s3o em
nidmero finito.
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“Seja N o numero de singularidades de tipo né, F o mimero de focos e C' 0 nimero
de colos, para um campo de vetores qualquer definido sobre esta superficie, temos que
N4 F - C=2-2p".

Mas podemos subdividir a superficie em regides, a partir dos ciclos, e Poincaré
afirma que podemos identificar as regides da superficie assim repartida com as faces
de um poliedro convexo, uma vez que “em geometria de situagdo, nao devernos nos
inquietar com a forma das faces e das arestas: nao temos entdo necessidade de supor
que as faces do poliedro s&o planas, e suas arestas retiifneas”(POINCARﬂ 1885a,
p.121). Feito isto, o lado direito da igualdade é exatamente a caracteristica de Euler
da superficie. Este nimero, também chamado de caracteristica de Euler-Poincaré,
depende apenas do genus da superficie sendo, portanto, um invariante topolégico
global®,

Podemos compreender o que queria dizer Poincaré quando afirmou que a Analysis
sttus € uin ramo da geometria que descreve a situagao relativa dos pontos, das linhas
e das superficies, sem nenhuma consideracdo das suas grandezas. Logo no inicio do
artigo “Sur les courbes...” fol proposta uma imagem esclarecedora do nove modo de
conceber o problema: “Se tracamos sobre a esfera um sistema de cicios e policiclos,
tal que para cada um dos poutos da esfera passa um ciclo ou um policiclo, e um 86,
exceto em alguns pontos singulares pelos quais ndo passa nenhum ciclo, nos diriamos
que este sistema de ciclos é um sistema topogrdfico, porque ele é andlogo ao sistema
de curvas de nivel de um terreno” (POINCARE, 1881, p.11). As singularidades por
onde nao passa nenhum ciclo, sdo andlogas aos vales e aos cimmos do terreno, enquanto
os pontos duplos dos policicles so andlogos aos colos, ou desfiladeiros. Considerando
um certo policiclo, wma parte dos vales e dos cimos estd no exterior e outra parte
no interior deste policiclo. Poincaré afirma entiao que “cada colo distribui de uma
certe maneira os vales ¢ os cimos do SiSt@m&”(?OINCARE, 1881, p.12} (Grifo do
autor). Ora, jd estd sendo pressentide aqui, a partir da analogia geografica, que ha
uma relacao profunda entre os diferentes tipos de singularidades, a qual determina o
modo como elas se distribuem por um terreno.

Nio estd em jogo o numero de singularidades de cada tipo mas a relacao entre estas

*Fste resultado, fundamental na topologia, vale para superficies orientdvels compactas e tornar
a superficie compacta é justamente o sentido das restricdes exigidas por Poincaré.




singularidades e esta relacdo é determinada a priors por uma propriedade topolégica
da superficie, onde iremos definir o campo de vetores. Trata-se, do nosso ponte de
vista, de um resultado hastante profundo, posto que ele relaciona seres matematicos
distintos, fazendo-nos enxergar as profundas implicacoes que eles mantém entre si

Voltaremos a falar sobre este assunto ainda neste capitulo.

3.2 Teorema de Poincaré-Bendixson e ciclos limi-
tes

Apds a desecricdo local, o objetivo de Poincaré passou a ser o de descrever o aspecto
(“allure”)* das solucdes em toda a esfera. Poincaré enunciard, com este fim, um
resultado global que é conhecido, depois de ter sido generalizado pelo matematico
sueco [. Bendixson, como tsorema de Poincaré-Bendizson.

O passo inicial de Poincaré foi percorrer a extensao da esfera pelo tracado de ciclos
(“silloner la sphére par des cycles”). Partindo da analise das intersecbes enire as
solucdes e certos arcos algébricos, chamados arcos sem contato, que ndo sio solugoes,
mas mantém com elas uma relacao de transversalidade. O modo como as solugoes
irdo cortar estes arcos é estudado por um método que Poincaré chama de teoria dos
consegientes: dado um ponto inicial Afy, que pertence ao mesmo tempo a solucao e
a um arco sem contato, o conseqgiiente deste ponto sera o proximo ponto, M, onde
a solucao intercepta o arco”, Na utilizacao deste método, Poincaré precisard admitir
que as solugdes dependem continnamente das condigoes iniciais, como dissemos no
primeiro capitulo. Seja, como na figura, o arco Mg DM, um arco sem contato cortado
por uma solucao MyC'M,;. Ele afirma que, por um ponto Ny infinitamente vizinho de
My (a esquerda deste), podemos tragar um arco de solucdo NyEN), que encontra o
arco sem contato em um ponto Ny infinitamente vizinho de M, {também posicionado
& esquerda deste tditimo)S.

A partir de tais métodos, inventados por Poincaré, e de propriedades das curvas

4A palavra do francés “allure” esta relacionada a um modo de ander. O emprego desta palavra
¢ sugestivo e, se guiséssemos explora-lo semanticamente, poderfamos dizer que ele traz consigo uma
concepcaoe dindmica das solugdes de uma equacio diferencial.

*Note que um ciclo é obtido quando esta transformacio mantém o ponto inicial fixo.

S A utilizacdo implicita da continuidade em relacio As condicdes inicials, neste exemplo, foi-nos
informada pelo artigo de Christian Gilain{GILAIN, 1991).




algébricas que eram conhecidas na época, ¢ possivel demonstrar uma primeiro resultado
de classificacao global para o caso bidimensional”: toda solugdo que ndo tende para
um nd € um ciclo ou wma espiral’. Este resultado foi estendido por Bendixson,
em urm artigo publicado em 1901 (BENDIXSON, 1901). Uma das novas situacoes
que aparecem no trabalho de Bendixson, deve-se ao fato de que ele deixa de lado
a hipdtese de que as funcdes que definem a equacdio sio polinomiais®. Na verdade,
este ultimo trata o caso nao analitico onde pode acontecer que existam infinitas
solugoes fechadas na vizinhanca de uma singularidade, sem que fodas as solugtes
nesta vizinhanca sejam fechadas. Bendixson diz que, neste caso, a singularidade é
do tipo centro!’ e demonstra que as solucdes entre dois ciclos consecutivos devem
espiralar também para tais ciclos. Ele trata ainda o caso em que as solucdes tendem
para um conjunto fechado composto de solugoes ligando singularidades. Temos assim
uma generalizacao da classificacdo em duas dimensoes para o caso nao analitico que
é conhecida, pelos motives citados, como teorema de Poincaré-Bendizson.

Poincaré prossegue a descricao global, considerando as intersecoes sucessivas entre
uma espiral e um arco sem contato. Os pontos de intersecdo tendem para um limite

gie possui a st proprio como conseqiiente, sendo portanto um ciclo chamado ciclo

fimite. Os ciclos limites sao solugdes da equagdo para os quais as outras solugdes

"Considerando obviamente as restricdes admitidas por Poincaré

*Lembrermos que Poincaré estd tratando do caso em que as singularidades sao isoladas.

*Poincaré necessita da hipétese de que estd trabalhando com X e Y sendo polindmics, pois
emprega fregiientemente a teoria das curvas algébricas.

¥Para Poincaré tinhamos wm centro quande todas as solugdes eram fechadas, pois, no caso poli-
nomial, dizer que temos infinitas solugdes fechadas ¢ ¢ mesmo que dizer gue todas as solucées sio
fechadas.
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tendem assintoticamente; salientamos que a andlise local nao nos deixaria prever a
existéncia de tais ciclos. Poincaré afirmara entio {teorema XVIII) que existe sempre
wm sistema topografico formado de ciclos sem contato, de policiclos sem contato e de
ciclos limites, que percorre (“sillone” ) toda a superficie da esfera, e cujo conhecimento
permite wma discussao completa das formas das curvas que a equacao diferencial
define,

Na continuacao do artigo é considerada ainda a equacao geral de primeira ordem
Flx,y, %}E’—), onde F' néo é necessariamente de primeire grau em j—f Poderiamos es-
perar que, neste caso, resuitados globais, como a existéncia de ciclos limites, fossem
de natureza completamente diferente mas, na verdade, na maioria das vezes, estes
resultados nao dependem do grau da superficie mas de suas propriedades topolégicas,
como o genus, do mesmo modo que ja vimos acontecer para a distribuicdo das sin-
gularidades. Vemos mais uma vez como a Analysis situs vem substituir as “verdades
algébricas” nos problemas de passagem do local ao global, quando consideramos o
caso geral real.

Determinando um sistema topografico sobre a superficie, teriamos uma descricio
qualitativa completa das solugdes de uma equacio diferencial de primeira ordem e
primeiro grau. Para isto, precisamos conhecer a distribuicao dos ciclos limites e se es-
tes 30 em numero finito. Os resultados de Poincaré ¢ Bendixson permitem dizer que,
se nephum ciclo passa por um colo ou por um ponto singular miltiplo, entdo hd um
nimero finito de ciclos limites. Poincaré emprega para isto o resultado citado sobre
a distribuicao das singularidades, sobretudo para enunciar resultados de existéncia
de singularidades de um certo tipo em uma determinada regido. Para investigar a
distribuicao dos ciclos limites, ele se inspira da analogia com os procedimentos usados
para se separar as raizes de uma equacao algébrica.

Saber como os ciclos limites se distribuem, ou mesmo se eles sdo em ndmero finito,
é, na maioria dos casos, um problema nao trivial. Dentre os famosos “Problemas
futuros da matematica” apresentados no Congresso Internacional dos Matematicos
do ano de 1900, David Hilbert afirma que o seguinte desdobramento do décimo sexto
problema ¢ importante para a topologia das familias de curvas definidas pelas equacoes

diferenciais: “determinar o ndmero maximo e a situacdo relativa dos ciclos limites
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de M.Poincaré no caso de uma equagio diferencial de primeira ordem e de primeiro

grau da forma %:z = )T onde X e Y designam funcoes racionais inteiras de grau n, de

" (HILBERT, 1900, p.97).

H. Dulac, em 1923(DULAC, 1923), retoma os trabalhos de Poincaré e Bendixson,
provando gque hd um ndmero finito de ciclos limites, se supomos gile as solugoes con-
sideradas estdo em uma regido tal que, na vizinhanca de todo ponto desta regido, X
e Y sdo funcdes holomorfas. Se uma solucido esta proxima de um colo, este autor
comega por estudar o prolongamento de uma solugio para além desta singularidade.
As solugdes que tendem para uma singularidade de modo que elas possam ser pro-
longadas, ja identificadas por Bendixson, sio chamadas separatrizes neste artigo de
Dulac e sdo importantes por dividir o dominio em setores, como havia sido proposto
por Bendixson. Dulac define, entéao, um sefor repulsive se, seguindo um ponto do
setor por uma solu¢do, nos aproximamos primeiro da singularidade para em segui-
da nos afastarmos, de modo a sair do setor. Se todas as solugdes tendem para a
singularidade, temos um setor atrativo ou nodal.

Mesmo se os métodos empregados por Dulac néo sdo, de modo algum, desinte-
ressantes, sua demonstracio de que um campo de vetores polinomial no plano tem
um ndmero finito de ciclos limites estava incorreta. Isto s6 foi descoberto nos anos
setenta, e o resultado fol formulado como conjectura, a partir do trabalho de varios
matematicos que demonstraram partes importantes. Dentre estes, citamos nma série
de artigos de um grupo de matemdticos franceses como {ECALLE et al., 1987) e
{(MOUSSU, 1985). A partir do conhecimento do problema e destes resultados comu-
nicados pelos autores, J.-C. Yoccoz iria se debrucar sobre o problema, publicando, em
1987, um artigo chamado “Non-accumulation de cycles limites” (YOCCQOZ, 1987)',
onde ele demonstra, entre outras coisas, que um policiclo ndo pode ser limite de ciclos
fimites. Este seria o inico caso a impedir a finitude, uma vez que, pelo teorema de
Poincaré-Bendixson, se folheamos uma regiao por ciclos limites {isolados porque o
campo ¢ analitico), estes so poderiam se acumular em um policiclo.

Voltando ao trabalho de Poincaré, ja dissemos que a importancia dos ciclos limi-

tes se deve ao fato de que, conhecer o modo como eles se repartem sobre o dominio,

"Este era também o nome dos artigos de Ecalle e outros, apresentados no Séminaire Bourbaki.
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significa, a0 mesmo tempo, deserever qualitativamente as solugdes que estao nas suas
vizinhancas e que tendem assintoticamente para tais ciclos, o que, juntamente com o
teorema de classificacdo global {Poincaré-Bendixson}, nos ofereceria um quadro quali-
tativo global das solugdes. Poincaré utiliza o exemplo de um ponto movel que se move
segundo leis definidas por uma equagio diferencial, para dar exemplos de informagoes
gualitativas interessantes. Caso haja um ciclo limite, “é claro que o ponto mével
do qual nés faldvamos aciina nao poderd jamais ultrapassa-lo e que ele permanecerd
sempre no interior do ciclo, ou serapre no exterior” {POIN CARE, 1921, p.xxv). Isto
porque os ciclos limites sao solugoes da equacao diferencial dos quais as outras so-
lughes se aproximam assintoticamente sem intercepta-lo, o que contradiria o fato de
que duas solu¢es ndo podem se cruzar. Temos um exemplo de uma das inovacoes
do estudo qualitativo proposto por Poincaré: para um estudo qualitativo global das
solugbes, nao é necessario estuda-las em fodo o dominio, mas pode ser satisfatorio
descrever estas solu¢es em sub-conjuntos que nos informem sobre o comportamento
assintotico das solugoes.

Dissemos que Peincaré inova ao ndo mais considerar uma solucao individualmente,
mas o conjunto de solugbes. Na verdade, podemos estudar apenas um sub-conjunto
do conjunto de solugoes em regides significativas do dominio e, se desprezamos os esta-
dos transitorios do sistema, a descricao dos conjuntos para onde tendem as trajetorias
fornece um quadro qualitativo do comportamento das solugdes. Veremos ainda neste
capitulo como evoluiram, em wm primeiro momento, para casos mais gerais, as defi-
nicoes destes conjuntos, que descrevem o comportamento assintético do conjunto de

solugoes.

3.3 Entre um problema e sua solucgao, entre o local
e o global

Nao obstante adiarmos a exposicdo do pensamento de Albert Lautman até a con-
clusao desta primeira parte, gostariamos de mencionar brevemente um enunciado
deste fildsofo sobre os métodos qualitativos de Poincaré:

“A interpretacio geométrica da teoria das equagbes diferenciais pde entao bem

em evidéncia duas realidades absolutamente distintas, hd o campo de diregoes e os
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acidentes topoldgicos que podem sobrevir, como por exemplo a existéncia no plano
de pontos singulares aos quais ndo é associada nenhuma direcio, e hd as curvas
integrals com a forma que elas tomam na vizinhanga das singularidades do campo de
direcdes” (LAUTMAN, 1977, p.274}.

H4 duas realidades - o campo de vetores e as suas solugdes—— e a definigao deo
campo de vetores inclul o dominio onde ele é definido. O enunciado acima quer
dizer entéio que a existéncia e a repartigdo das singularidades sdo nogdes associadas a
realidade do campo de vetores que define uma equacao diferencial, enquanto o aspecto
das trajetorias é relativo a realidade da solucdo desta equacio.

Introduzimos uma diferenca entre as realidades do problema e de sua solucao.
Obviamente estes dois ambitos estao intimamente relacionados, mas o que estd se
dizendo aqui é que a relacdo enire o numero de singularidades de cada tipo é um
dado do problema e, para compreender o inusitado deste resultado, devemos lembrar
que a natureza de uma singularidade ¢ determinada pelo modo como se comportam
as solugbes que passam por sua vizinhanca— se algumas solucdes tendem assinto-
ticamente para a singularidade e outras se afastam, temos um colo; se as solugoes
espiralam para a singularidade, temos um foco, e assim por diante. Mas dizer que as
duas realidades estdo profundamente intrincadas, ndo nos impede de afirmar que elas
constituem realidades matemadticas distintas'®.

Quando estudamos as equacgtes de primeira ordem e primeiro grau, onde as so-
lucbes sao projetadas em uma esfera, os vetores do campo determinam as diregoes
tangentes das curvas, que sao solugoes da equacdo diferencial. No caso da equagio ge-
ral de primeira ordem, o problema é mapeado sobre wina superficie no espago. Vimos,
no capitulo anterior, que a natureza de cada singularidade depende dos autovalores
da parte linear do campo e, certas condiges satisfeitas, isto nos dd a forma das so-
lugoes na vizinhanca destas singularidades, a menos de uma mudancga de coordenadas
conveniente. Dissemos, na primeira secio, que a relacdo entre o ndmero de singula-
ridades de cada tipo ndo depende da especificidade de um certc campo de vetores,
mas da superficie onde ele serd definido. Isto é. antes de conhecermos a natureza de

cada singularidade, ou os nimeros exatos de singularidades de cada tipo, sabemos

"No quinto capitulo ficard mais claro porque podemos falar de uma realidede propriamente ma-
tematica.
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como estes nimeros estdao ligados por uma propriedade topoldgica da superficie onde
o campo serd definido. E a topologia da superficie que determina o que Poincaré
chamou de distribuigdo das singuloridades do campo.

A determinacio da distribuicao dos pontos singulares por invariante topoidgico da
superficie ¢ algo surpreendente, e traz a tona o modo como se enredam a defini¢ao do
campo de vetores ¢ o modo como se comportam as solugdes da equacio diferencial que
ele vemn definir. Dissemos que este resultado ¢ importante na passagem da descri¢ao
local ao desenho global das solugoes, e procuraremos exemplificar em seguida como
isto é feito.

A classificacao global de Poincaré para a equacio de primeira ordem e primeiro
grau 86 nos fornece uma integracio qualitativa da equagdo se podemos conhecer a dis-
tribuicdo dos ciclos limites. Poincaré propoe, entdo, para conhecer tal distribuicao,
subdividir o dominio a partir dos ciclos, o que, como sabemos, demanda a demons-
tracdo de que os ciclos limites sdo em numero finito. Ele comeca por demonstrar que
no interior e no exterior de um ciclo limite gqualquer ha sempre, ao menos, um foco
ou um né. E justamente em resultados de existéncia deste tipo que a distribuicio de
singularidades é empregada, e Poincaré tragard, entdo, um ciclo algébrico passando
por todos os nés e todos os focos, que deverd cortar todos os ciclos limites e ird deduzir
dai que deve existir wm numero finito de ciclos limites.

Na analise de seus trabalhos cientificos feita por ele mesmo, Poincaré afirma que
“é o estudo dos pontos singulares das equacoes de primeira ordem que nos fez conhe-
cer as principais propriedades das curvas definidas por estas equagdes” (POINCARE,
1921, p.xxix). Isto porque as singularidades nfo sdo pontos quaisquer, mas acidentes
do campo de vetores. Lautman dizia, por volta dos anos trinta, que as singularidades
possuern, “nas teorias modernas”, um papel cada vez mais dominador e excepcio-
nal. Sabemos qual é este papel na teoria das funcoes de variavel complexa, as quais
Lautman se refere, mas no caso real, esta participagao nfo ¢é tao forte. No entanto,
para o caso bidimensional, como mencionado por Poinearé, podemos obter resultados
globais a partir do estudo das singularidades como o teorema de classificagio. Mas
este teorema nos informa sobre os aspectos possiveis do conjunto de solugbes. As for-

mas especificas que ele adquire dependem da distribuicdo dos ciclos limites que, como
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vimos, ¢ determinada pelo modo como as singularidades se distribuem pelo dominio
que, por sua vez, vai depender da topologia da superficie onde 0 campo é definido.

Afirmamos que a definicdo do campo de vetores e o conjunto de suas solugoes
sa0 seres matematicos distintos. As singularidades sdo, ao mesmo tempo, acidentes
desta definicio do campo e solucdes especiais da equacdo que permitem ¢ estudo
das solucoes que estdo em suas vizinhangas. Estes pontos execepcionais possuemn,
portanto, um papel de ligagiio entre as duas realidades matemadticas que mencionamos:
a realidade do problema e a realidade de sua solucao. O conhecimento do modo como
estas singularidades se distribuem permite a passagem do estudo local & descricao
global das solugdes. Mas a distribuigio das singularidades depende da superficie onde
o campo de vetores estd definido, que participa da posi¢ao do problema e portanto
da realidade do problema. N&o s6 a natureza local das solugdes, mas pistas sobre o
modo de passar da solucio local & solucdo global estio dados, quando definimos o
campo de vetores sobre uma superficie, o que faz parte da colocacéo do problema.
Tudo isto para dizer que as condicoes dadas na proposigio de um problema ja trazem
os elementos necessarios & procura de sua solucio, o que mostra que a solucgio estd
incluida no problema e nido é apenas um desdobramento encontrado posteriormente,
quando da resolugdo deste problema.

Se separamos as realidades matematicas, nao foi de forma alguma com o intuito
de mostrar a independéncia ou autonomia de cada wma delas, mas, ao contririo, para
fazer aparecer com mais for¢a a relacao intima que estes niveis de realidade mantém
entre si. Nossa motivacdo é sobretudo afirmar que a posicdo de um problema traz
em si as condi¢des de possibilidade de sua solucido, constituindo o elemento genético
que procuramos. Voltaremos a falar da nocéo de problema como génese das verdades
matematicas e do engajamento destas verdades, cujos modos de determinacao sao a

tinica coisa que podemos pretender investigar.

3.4 O estudo do toro

Passamos a um outro problema analisado no artigo de Poincaré. A relacio entre o
nimero de singularidades de cada tipo é determinada pelo genus da superficie. Uma

conseqiiéncia deste resultado é que uma superficie de genus um é a Unica sobre a
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qual podemos definir vin campo de vetores sem singularidades. E o caso de um toro,
situacao particular cuja andlise finaliza a terccira parte do artigo “Sur les courbes
définies par une équation différentielle”.

Em primeiro lugar. as equacoes diferenciais sio escritas na forma:

{—12 = {7
dt

do .
i o (D
dt

Comeca-se novamente por repartir o toro por ciclos e os ciclos paralelos e meri-
dianos exercerao um papel especial, visto que serao os referenciais dos sistemas de
coordenadas em relagdo aos quals descreveremos as solugdes. Vimos como Poincaré
utilizou, no estudo global, o que ele chamou teoria dos consegiientes, que serd mals
uma vez aplicada aqui para obtermos as intersecées sucessivas de uma solucdo com
um ciclo paralelo que nao ¢ solucio da equacao.

Um exemplo especial tratado por Poincaré é o caso em que 2 =a e ® = b, onde
a e b sao constantes positivas. Se a razao § ¢ comensurdvel, todas as trajetorias sao
fechadas e temos um quadro completo das solugoes. No entanto, se esta razao é in-
comensuravel, o comportamento das trajetérias terd propriedades bem interessantes,
algumas delas descritas por Poincaré.

Tomando o meridiano ¢ = e M (0} um ponto sobre este meridiano onde “o
ponto maével se encontra na origem dos tempos” (POINCARE, 1885a, p.142), toma-
remos, quando o tempo cresce, o conseqliente M (1) de M(0) sobre o meridiano, e
assin sucessivamente, 0s conseqientes e antecedentes destes pontos formando uma

sequéncia:

A[(—z), ey 1‘;[(“])5 4‘51{(0), "hr(})’ T ‘:\J(?)

Poincaré mostra, entao, que um ponto é levado no seu consegilente por uma fungao
continua, que é uma transformacao do circulo nele mesmo, e prossegue afirmando que

os pontos M formam um conjunto de pontos “que chamarei P, segundo a notacdo
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adotada por M. Cantor”!3. O conjunto P’ é o conjunto derivado'* de P, quer dizer,
o conjunto de pontos na vizinhanca dos quais existe uma infinidade de pontos que
pertencem a .

Deseja-se saber entdao como os pontos M podem se distribuir sobre o meridiano,
o que nos informard sobre o comportamento das trajetdrias da equagdo. Dols casos
$&0 possiveis: o conjunto de pontos comuns aos conjuntos P e a P’ é vazio ou ¢ igual
ao proprio P. Isto é, uma propriedade do conjunto P é que, se ele tem um ponto
em comum com seu derivado P’ entdo todos os pontos de P estardo no conjunto
derivado. Se estes conjuntos ndo tém nenhum ponto em comumni, o ponto mavel que
comeca seu movimento em M {0} ndo retornard jamais a vizinhanc¢a de seu ponto de
partida, a menos que a trajetéria seja fechada'®. No outro caso, se o ponto inicial
pertence a P, o ponto mével retornard uma infinidade de vezes & vizinhanca de seu
ponto de partida e este é 0 caso que passaremos a tratar.

Poincaré ird entao caracterizar o que ele denomina “a ordem circular dos pontos de
P”. Ele demonstra que existe um limite x da razdo entre o niimero de conseqiientes do
ponto inicial quando efetuamos um certo nimero de revolugdes em torno do meridiano
e este miumero de revolugdes. O nmimero y nao depende da escolha do ponto inicial.

Poincaré observa que “a ordem circular dos pontos M(7)” s6 depende do nimero
fi. Mas este ntimero é o mesmo das quantidades i — E{pé), onde E{x) é o maior
inteiro contido em x e ¢ é o indice emn M (7). Ele observa que os pontos onde o ponto
mével vem encontrar sucessivamente o circulo meridiano, “gozam de uma propriedade
aritmética in@sperada”(POINCARE? 1921, p.xxvii).

Estudar tal “ordem circular” é equivalente a andlise de uma aplicagéo do circulo
nele mesmo'®. O numero u pode ser considerado como uma rotacio média da apli-
cagao.

Encontrar um ponto peridédico da aplicacio do circulo é equivalente a um ciclo da

aplicacdo original sobre o toro. Poincaré, neste estudo, deseja excluir os casos em que

WPoincaré cita, por exemplo, (CANTOR, 1879), (CANTOR, 1880), (CANTOR, 1882), {CAN-
TOR, 1883a}. Este autor publicou, entre 1874 e 1883, wma série de artigos, além destes, relacionados
a0 mesmo tema.

Y Cantor denominou este conjunto P’ de “primeiro sistema derivadeo de P*.

Y Veremos, na segunda parte, que esta informacdo é importante para o problema da estabilidade.

18(0s métodos de Poincaré evolufram para o que conhecemos hoje como teorie dos difeomorfismos
do circulo.
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hé um ciclo limite. uma vez que, de acordo com a sua defini¢io de estabilidade {que
veremos 1o sétimo capitulo), a presenca de um ciclo limite nos permite conciuir pela
instabilidade.

O matemdtico francés mostra entdo que a apiicagdo do circulo possui um ponto
periddico se e somente se o nimero u é “comensurdvel”’’. No entanto, motivado pela
questdo da estabilidade, ele se interessa pelo caso em que p é “incomensuravel”.

Se este nimero ¢ “incomensurdavel”, Poincaré propde uma andlise que, mesmo nac
chegando a uma conclusdo, abre vdrios caminhos as pesquisas futuras. Neste caso,
ele conclui, a partir da propriedade aritmética de u., que entre dois pontos de P hé
sempre pontos de P'. Poincaré mostra, em seguida, que o conjunto P’ ¢ igual ao seu
“conjunto derivado”, constituindo “um desses conjuntos que M.Cantor chama perfei-
tos” (POINCARE, 1885a, p.150)1%. Se todos os pontos da circunferéncia do meridiano
pertencemn a P, isto serd igualmente verdadeiro, seja qual for a trajetdria a partir da
qual formamos os conjuntos P e P'. A conclusdo, neste caso, ¢ que nao poderemos
tracar sobre o toro nenhuma regido, por menor gue seia, que todas as todas as tra-
jetérias ndo venham atravessar infinitas vezes. Considerando a transformagao como
uma aplicacdo da circunferéncia nela mesma, Poincaré mostra que esta transformacao
¢ uma rotacdo caracterizada por pu, que Birkhoff denominara coeficiente de rotagao.

Mas este resultado supds que a intersecdo entre P e P’ é igual a P para todas
as trajetorias!®. Assumindo esta hipGtese. Poincaré demonstrou que a aplicagio é
equivalente a uma rotacdo. Mas como garantir esta hipdtese?

Pode acontecer que isto seja verdadeiro para algumas trajetérias, enquanto para
outras esta intersecio seja vazia. Usando a nomenclatura atual, introduzida por
Cantor, no primeiro caso o conjunto P é um conjunto perfeito denso em toda parte
do circulo. Isto quer dizer que em todo intervalo do circulo, tao pequeno quanto se
queira, podemos encontrar pontos de P.

Mas Poincaré reparou que podem existir conjuntos perfeitos que ndao sio densos
em nenhuma parte. Segundo Hadamard, Poincaré foi o primeiro a perceber esta

possibilidade, que s6 foi explicitada por Cantor, em outro contexto, pouco tempo

T Dizemos, em linguagem moderna, que g € ‘;7 ou que £ é racional médulo 1.
Blm conjunto é dito “perfeito” justamente quande é igual ac seu derivado,
Bisto é, que todo ponto da circunferéncia é tormado na vizinhanca de todo outro ponto por

iteragoes sucessivas,




mais tarde. Na verdade isto é equivalente a possibilidade de P ser um conjunto
perfeito descontinuo, do qual Cantor deu um exemplo que se tornou clissico e ficou
conhecido como conjunto de Cantor,

Poincaré percebe que seria necessario demonstrar a impossibilidade da existéncia
de um conjunto assim, para finalizar seu estudo mas sé consegue analisar casos parti-
culares. Na verdade, Poincaré acreditava que, se o nimero u é incomensuravel, seria
possivel encontrar uma aplicacdc que nao era equivalente a uma rotacdo, uma vez
que esta transformacao deixaria invariante um conjunto de Cantor.

Este problema sé sera resolvido por Denjov (DENJOY, 1932). Este mostra que
existem difeomorfismos C! do circulo com esta propriedade. No entanto, para classe
de diferenciabilidade maior ou igual a dois, Denjoy mostra que qualquer aplicacao
é conjugada, por um homeomorfismo, a uma rotacdo. Salientamos a profundidade
deste resultado, que afirma ser o comportamento da aplicacdo determinado apenas
pelo grau de regularidade da funcao que a define®,

Voltando a Poincaré, ele concluird o capitulo com duas perguntas extrernamente

atuais que apontam para as pesquisas que irlam dar continuidade ao seu trabalho:

(i} Como varla o nimero caracteristico g guando variamos os coeficientes das
equagoes diferenciais? Poderfamos ter, para alguns valores destes coeficientes,
um ciclo limite. E se para cutros valores dos coeficientes p ¢ incomensurével (ou
comensuravel sem que haja ciclo limite) e se variamos os coeficientes de modo
continuo passando pelos valores que ddo um ciclo limite, o nimero u apresen-
tard para estes valores um maximo ou um minime. “Estd ai certamente o ponto
de partida de uma série de estudos que serdo, sem divida, fecundos, e que eu
creio dever sinalizar aos trabalhadores” (POINCARE, 1885a, p.156).

Poincaré tinha razdo. Nos referimos ao estudo de bifurcagées que sao definidas
como os pontos do conjunto de parametros onde o aspecto das trajetérias muda
sensivelmente. Este procedimento se encontra em diferentes teorias e mencionaremos
brevemente, mais adiante, como ela é incorporada & teoria dos sistemas dinamicos e

constitul exatamente uma das novidades desta nova abordagem.

20 modo como isto se dd ficard ainda mais claro com os teoremas demonstrados por Michel
Herman.
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Citamos a segunda questao de Poincaré, que deixaremos para comentar quando

falarmos do problema da estabilidade:

{1) Como problemas analogos a este sio intimamente ligados com a questdo sobre a
convergéncia das séries trigonométricas, particularmente daquelas empregadas
na mecanica celeste?

Ainda sobre as ferramentas introduzidas por Poincaré no estudo da “ordem cir-
cular” das intersecoes de uma trajetdria com um dado meridiano, gostariamos de
dizer que as ferramentas que se inspiraram da obra de Cantor foram desenvolvidas
por este dltimo em um contexto distinto. Cantor, quando estudante em Berlim, teve
aulas com Weierstrass, cuja teoria dos irracionais € conseqiiéncia das pesquisas dos
principios da aritmética importantes em seu estudo das funcgoes analiticas. Dentre
estas pesquisas, dado um conjunto de infinitos pontos no plano complexo, devia-se
provar que existe um ponto tal que, em toda vizinhanca que podemos tomar deste
ponto, hd um outro ponto. Weierstrass havia demonstrado este teorema e 0s conjun-
tos citados por Poincaré e criados por Cantor podem servir a uma outra demonstracio
do mesmo resultado. Queremos mostrar, com este comentdrio, que é absolutamente
inovadora a utilizacio que Poincaré faz destes conjuntos no estudo qualitativo, de
cardter geométrico, das trajetdrias definidas por uma equacgio diferencial sobre o to-
ro. O que tem como conseqiiéncia a criacio de métodos gue vieram a ser empregados
frequentemente na Teoria dos Sistemas Dinamicos, como a conhecemos hoje.

Na via iniciada por Poincaré, os primeiros a empregarem tais métodos foram
Hadamard e Birkhoff. Veremos, na secao seguinte. como as ferramentas criadas por
Poincaré foram utilizadas por estes autores para definir certos objetos tteis para o
estudo de outros sistemas, que naoc sdo uma continnagio direta do estudo do toro. Em
um de seus primeiros artigos, que tem influéncia direta de Poincaré ¢ do qual falaremos
na secao seguinte, Birkhoff trabalha sobre as transformagées da circunferéncia nela
mesma, mostrando que existe uma transformacio continua, anialoga a uma rotacio
de um dngulo incomensurdvel com 27, que leva um conjunto que “nido € denso em
nenhuma parte” nele mesmo. Este resultado é importante para a construcao de
um exemplo de sistema dindmico com uma propriedade de descontinuidade, da qual

voltaremos a falar.
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Vimos que a analise da dinamica sobre o toro leva a defini¢do de uma transfor-
macao da circunferéncia nela mesma que impulsionou trabalhos posteriores especifi-
camente sobre este tipo de transformacio. Até hoje, esta ¢ uma linha de pesquisa
dentro da teoria dos sistemas dindmicos que, inspirando-se dos trabalhos de seus pre-
decessores, fol iniciada por Denjoy, no trabalho que citamos, com quern o estudo da

“ordem circular”, da qual falava Poincaré, ganha um novo impulse?!.

3.5 Comportamento assintético

Dissemos que uma das inovagdes do ponto de vista qualitativo de Poincaré € olhar um
sub-conjunto do conjunto de solucdes que nos informe sobre propriedades significativas
da solucdo. Mostramos, no caso bidimensional, como os ciclos limites sdo importantes
para este fim. justamente por permitirem a descricdo das trajetdrias que estao em suas
vizinhangas.

Comentaremos brevemente como evolufram. em um primeiro momento, as defi-
nicoes matemdticas dos conjuntos que representam o comportamento assintotico das
soluces. Citaremos, com este fim, alguns trabalhos que foram diretamente influencia-
dos pelo novo ponto de vista de Poincaré, expresso no artigo “Sur les courbes définies
par une équation différentielle”. Como este escrito levanta um grande nimero de
problemas, com evolugdes préprias e independentes, optamos por ndo listar os segui-
dores de Poincaré de uma s6 vez, mas analisar os desdobramentos de cada problema
apresentado. Este procedimento convém ao tipo de histdria da matematica que pre-
tendemos fazer, visto que ndo temos por fim wma historia geral das idéias, mas uma
historia dos problemas onde tais idéias aparecem.

Mencionaremos entao, em primeiro lugar, dois artigos de Hadamard publicados
respectivamente em 1896 e 1898 (HADAMARD, 1897) ¢ (HADAMARD, 1898). O
problema de Hadamard é estudar a dindmica obtida quando interpretamos as linhas
geodésicas de uma superficie como trajetdrias de um ponto se movendo sobre esta

mesma superficie. No primeiro artigo, ele comega por observar que, se temos uma

8e empregarmos a linguagem do capitulo anterior, este problema é também o de encontrar um
teorema de conjugagdo no grupo dos homeomorfismos O do eirculo nele mesmo que preservam
orientacgdo, onde o grupoe das rotacdes é um subgrupo maximal comutativo, com o mesmo papel do
subgrupo de Cartan.




superficie de revolugio, esta trajetéria permanece em geral entre duas paralelas dessa
superficie.

Um ponto mével, percorrendo certa curva em um sentido determinado, passa de
uma a outra destas duas paralelas e ¢ plano meridiano, que o contém, gira em torno
do eixo de revolugio de um certo angulo constante. Ele ird estudar, entao, citando os
resultados de Poincaré que analisamos na se¢do anterior, o caso em que este angulo é
incomensuravel com 7. Neste caso, a geodésica passa tdo perto quanto se queira de
qualquer ponto situado no pedaco da superficie entre as duas paralelas.

Hadamard define entio o “dominio” {“domaine”}) de uma linha geodésica {(ou de
uma trajetdria em dinamica} do modoe que se segue:

“Se tragassemos a curva em preto, continuando-a indefinidamente, escurecerfamos
todo o pedago em questao, e isto guao peguena seja a espessura do trago. Poderemos
dizer que nossa geodésica preenche este pedaco ou que este pedago constitui seu
dominio” (HADAMARD, 1897, Pardgrafo 43){Grifo do autor).

Em seguida, ele generaliza a definicao de dominio de uma trajetéria, que ele de-
nomina dominio proprio, dizendo que este se constitui de um conjunto de pontos tal
que a trajetdria passa infinitamente perto de cada um deles para valores infinitamente
grandes do tempo. Se tomamos o dominio préprio de uma trajetéria conjuntamente
aos dominios préprios das trajetorias infinitamente vizinhas, temos o dominio estendi-
do desta trajetoria. Hadamard observa, entdo, que o dominio estendido nao é sempre
igual ao dominio préprio a partir do exemplo obtido quando temos geodésicas que nao
sao todas fechadas sobre uma superficie de revolugdo. Neste caso, o dominio préprio
de uma linha fechada é ela mesma enquanto seu dominio estendido compreende to-
do o pedaco de superficie entre as duas paralelas. Mas ele termina o artigo com a
pergunta: “Haveria lugar, contudo, de pesquisar se, as trajetdrias para as quais esta
coincidéncia nao tem lugar, ndo sido excepcionais”.

Se inspirande nestes trabalhos de Poincaré, Birkhoff ird propor defini¢bes de con-
juntos que descrevern o comportamento assintético em diversos niveis, delineando.
nesta teoria, as formas de seu aspecto atual. No artige “Quelques théorémes sur

le mouvement des systémes dynamiques’, Birkhoff define os pontes-limites omega e
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alpha®?, inspirando-se na definicao de dominio proposta por Hadamard. Ele ira defi-
nir, ainda, um conjunto minimal e um movimento recorrente.

“Todos os pontos dos quais os pontos da curva representativa de um movimento
se aproximam indefinidamente para lim¢ = +oc {ou Himt = —o0) serdo chamados
pontos-limites omega (ou alpha) do movimento; eles formam, obviamente, um conjun-
to fechado. Os pontos da prépria curva nao estao necessartamente em uma ou outra
das classes de pontos-limites.

Em um artigo importante, M.Hadamard chamou o conjunto de pontos-limites de
dominio do movimento” (BIRKHOFT, 1912, p.308).

Birkhoff estuda um sistema de n equacdes diferenciais ordinédrias de primeira or-
dem definidas por funcdes reais analiticas. Ele mostra entdo, usando ainda o mesmo
artigo de Hadamard, que todo movimento possui um conjunto fechado de movimentos
limites e que o conjunto de movimentos limites alpha e omega de todo movimento é
um sub-conjunto do conjunto de movimentos limites. Ele diz, entdo, que todo con-
junto fechado de movimentos que é conjunto de movimentos limites alpha e omega de
todos os seus movimentos, ¢ um conjunto minimal. Todo movimento deste conjunto
serd dito recorrente.

O matemadtico americano afirma que uma condigdo necessdria e suficiente para
que um movimento seja recorrente € que “para todo ndmero positivo €, tdo peque-
no quanto se queira, existe wm intervalo de tempo 7', suficienternente grande para
que o arco da curva representativa {do movimento), correspondendo a todo inter-
valo igual a 1, tenha pontos distantes de menos de ¢ de qualquer ponto da curva
inteira” (BIRKHOFF, 1912).

A recorréncia de um movimento é uma propriedade proxima do fato de ele ser
periddico. Quer dizer que, comecando um movimento em uma certa condicio ini-
cial, 0 sistema nao retornard exatamente ao mesmo estado, mas retorpard a uma
vizinhanga deste estado. Partindo dos trabathos citados de Poincaré e Hadamard,
ele afirmara, entdo, que se descartamos a hipétese de que as fungdes que definem o
sisterna dinamico sdo analiticas, existem movimentos recorrentes descontinuos para

uma situacao tridimensional, e este é o exemplo que citamos na se¢&o anterior com o

#?Chamados hoje respectivamente conjuntos w — limite e o — limite.
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qual Birkhoff finaliza o artigo em questao.

Em trabalhos posteriores, Birkhoff, em particular em um artigo publicado em 1926
(BIRKHOFF, 1926) ¢ em seu livro Dynamical Systems (BIRKHOFF, 1927a), propoe
a definicao de cutros conjuntos que contém informacoes scbhre o comportamento as-
sintético do sisterma e descrevem este comportamento em niveis distintos, para casos
mais gerais. Temos, por exemplo, a definicio dos conjuntos “ndo-errantes” {“non-
wandering’). Um ponto Py, no dominio de definigao de um sistema dinamico, ¢ dito
errante se existe uma vizinhanca de Fy que, uma vez movida pela dinamica, jamais
voltard a interceptar sua posicdo anteriormente ocupada. O conjunto dos pontos que
nao tem esta propriedade ¢ dito ndo-errante. Vemos que esta defini¢do traduz um
tipo de recorréncia mais branda do que aquela proposta pela nocao de recorréncia
onde wmn ponto deve retornar a vizinhanca de seu estado inicial.

Se os movimentos de umm sistema se ddo em uma regiao finita do dominio, Birkhoff
afirma que um sistema dinamico qualquer deve possuir certos “movimentos centrais”
(ue possuem certas propriedades de recorréncia e para os quais todos os outros mo-
vimentos tendem. Os pontos de equilibrio e os ciclos limites de Poincaré sio tipos
particulares de movimentos centrais, no caso bidimensional. Este “movimentos cen-
trais” nao sdo os “movimentos recorrentes” como ele havia definido, mas o fato de eles
possuirem um tipo de recorréncia levara Birkhoff a afirmar que: “o estudo de sistemas
nao recorrentes leva inevitavelmente ao dos sistemas recorrentes” (BIRKHOFE, 1935,
p.310).

Estes movimentos centrais sao definidos como o limite de uma seqgiiéncia de conjun-
tos nac-errantes. Seja M, o conjunto dos ponfos ndo-errantes de uma certa variedade
A de estados do movimento. Mostra-se que podemos formar um conjunto M, de pon-
tos nao-errantes de M e assim por diante. Birkhoff mostra que este processo termina
em aigum M,, que € o conjunto de movimentos centrais. Ele acrescenta gue wm dos
problemas principais dos sistemas dinamicos ¢ a determinacao de seus movimentos
centrais.

As chamadas “equacoes da dinamica”, que correspondem a um caso conservativo,
constituem um caso especial, em que todos os movimentos sfo centrais. N&o nos

alongaremos sobre este assunto, que estd relacionado a estabilidade do Sistema Solar,
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de que falaremos na segunda parte.

Se consideramos os sistemas dissipativos, podemos ir um pouco mais longe. Es-
tes sistemas sdo caracterizados por uma perda de energia e sua descrigao qualitativa
escolhe desprezar os estados transitérios do sistema. Neste caso, nos conjuntos nao
errantes, hd conjuntos chamados atratores, que contém todas as informagoes quali-
tativas importantes sobre o estado final do sistema. Um atrator A4 ¢ um conjunto
invariante pela dinamica, definido pela intersecio de todos os conjuntos que obtemos
realizando movimentos por todos os pontos de uma vizinhancga de A.

Terminamos por observar que na verdade todas as definicOes propostas agui ser-
vem, ou foram introduzidas. para sistemas dinamicos definidos por iteracoes sucessivas

de transformacoes que jd anunciamos, mas 6 iremos definir no préximo capitulo.




Capitulo 4

Secoes de Poincaré e variedades
invariantes

“Vimos, acima, que é o estudo dos pontos singulares das equacoes de primeira or-
dem que nos fez conhecer as principais propriedades das curvas definidas por estas
equagoes; ac contrario, a teoria dos pontos singulares das equagdes de segunda ordem
nio bastaria para nos fazer penetrar tao profundamente no conhecimento das curvas
C.E preciso introduzir, ademais, wma no¢ao nova que tenha, em uma certa medida,
o mesmo papel dos pontos singulares”.

Esta frase estd contida na andlise posterior que Poincaré faz de seus proprios
trabalhos cientificos (POINCARE, 1921, p.29) e segue a descrigio do seu estudo do
caso bidimensional. Para as equagdes de ordem superior, as quais corresponde um
estudo em dimensdo maior, mencionamos que a andlise local se faz do mesmo mode
que no caso bidimensional. No entanto, a passagem do estudo local ao estudo global
traz novos problemas. Um primeiro problema é a generalizacao do resultado sobre a
distribuicao das singularidades. Poincaré ensaia uma generalizagio para as equagoes
de segunda ordem (Capitulo XVIII), baseada em um teorema de Kronecker (KRO-
NECKER, 1869), mas esta n&o consegue abarcar todas as possibilidades'. Com a
condicio, assumida por Poincaré, de que as funcdes que definem a equacio diferenci-
al sao polinomiais, ele determina os casos em que podemos garantir a existéncia de,

ao menos, uma singularidade®. Para isto, Poincaré deve estudar um campo vetorial

1Este mesmo teorema ¢ usado na demonstracio de solucdes particulares do problema dos trés
corpos (POINCARE, 1883).

2Sabemos hoje, devide a um resultade de Hopf, que a condicdo para que tenhamos um campo de
vetores sem singularidade sobre uma variedade compacta é que esta variedade tenha caracteristica
de Euler nula.
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em trés dimensdces, aplicado sobre uma superficie sem contato {que generaliza os arcos
sem contato usados em duas dimensoes}. Mas este resultado pode ser generalizado
para dimensao n pelo estudo de “multiplicidades” (“Mannigfaltigheit’) sem contato
de dimensao n — 1, as quais podem ser caracterizadas pelas suas ordens de conexao,
“val como elas sao definidas por Riemann e Brioschi”. Podemos compreender melhor
o modo como Poincaré finaliza a analise de seus trabalhos sobre a andlise qualitativa:

“Para ir mais longe, era precigso criar um instrumento destinado a substituir o
instrumento geométrico, que me fazia falta quando eu queria penetrar no espago de
mais de trés dimensoes. HEsta ¢ a principal razdo que me levou a abordar o estudo da
Analysis situs” (POINCARE, 1921, pp. xxx e xxxi).

Mas os limites do instrumento geométrico ndo constituem o unico impedimento ao
estudo em dimensdes maiores. Ja no caso tridimensional, acontece que o conhecimento
da natureza local das trajetdrias na vizinhanca das singularidades e da distribuicéo
destas singularidades ndo ¢ suficiente para estabelecermos resultados globais, como
a classificacao das trajetdrias e a distribuicao dos ciclos limite, que tinhamos em
duas dimensoes. [ preciso. como aparece na citacdo de Poincaré mencionada logo no
inicio deste capitulo, introduzir um novo objeto que venha substituir as singularidades
em dimensoes superiores. Este papel serd exercido pelas solugtes periodicas. No
livro Méthodes nouvelles de la mécanique céleste ele enuncia, de modo ainda mais
impactante, o papel das solugées periddicas:

“Alids, 0 que torna estas solugdes tao preciosas para nds, é que elas sdo, por assim
dizer, a tnica brecha por onde podiamos tentar penetrar em um lugar considerado,
até entdo, inabordavel” (POINCARE, 1892-1899, parsgrafo 36).

Vimos que, no caso bidimensional, o papel das soluges periddicas ¢ fundamental
para os resultados globais. Isto porque encontramos um modo de repartir o dominio
por ciclos limites, os quais possuem a importante propriedade de nos fazer conhe-
cer, a0 mesmo tempo que eles, as solugdes que lhes sdo vizinhas e tendem para eles
assintoticamente. Mas lembremos que em duas dimensoes sabiamos descrever com-
pletamente os aspectos possivels das trajetorias. Em dimensdes matores, as soluces
periddicas tém um papel distinto, permitindo uma descricdo de carater local.

Os qualificativos local e global podem possuir graus diferentes, dependendo do



contexto onde se inserem. As solugdes periédicas nio serdo locals da mesma forma
que as singularidades o sdo, mesmo que Poincaré tenha dito que elas vém substituir,
em dimensdes superiores, o papel exercido pelos pontos singulares em dimensao dois.
Veremos que estas solugdes nos forpecem informacoes sobre as solugoes na sua vizi-
nhanca, permitindo-nos penetrar em um conhecimento das trajetorias que ja possui
um carater global, Poincaré chega a enunciar, em um artigo sobre as solugoes parti-
culares do problema dos tres corpos(P(JENCARIi, 1883}, que as solugGes periddicas
podem ser consideradas “Orbitas intermedidrias” para o estudo das solugoes que lthes
sdo vizinhas. Podemos concluir, mesmo gue de modo ainda incipiente, que as solugdes
periodicas se situam enfre um estudo local e um estudo global das solugoes. Haviamos
dito o mesmo do papel das singularidades em dimensao dois, mas ja ndo poderiamos
fazé-lo em dimensdes superiores.

O ponte fundamental para compreendermos o papel das solugdes periodicas é o
método inventado por Poincaré no artigo, “Sur les courbes définies par une équation
différentielle” | para dar um primeiro passo em direcdo a uma descrigao global das tra-
jetdrias que sdo solucdes de uma equacao diferencial. Método este que dard origem a
resultados inesperados e esclarecera emn que medida a analogia entre as singularidades
e as solucdes periodicas tém razao de ser. Trata-se do “método das se¢des”, como ele
o chamava, que ficou conhecido depois como “secdes de Poincaré”, Alids, na primeira
vez onde os métodos de secdo aparecem, ele se baseia na demonstracao de que as
equacoes da mecdnica celeste admitem certas integrais particulares, que podem ser
vistas como trajetérias fechadas, referindo-se ao ja mencionado artigo “Sur certaines
solutions particuliéres du probléme des trois corps” (POINCARE, 1883)%. Isto apenas
para indicar que é razodvel supor que existe uma trajetdria fechada. Poincaré empre-
gar, entao, na analise da equacdo de segunda ordem, um sistema de coordenadas na
vizinhanca desta solugao periddica.,

Seja s o arco da trajetdria fechada com origem em um poato O. Tracamos entao,
pelo ponto O, um plano normal & trajetéria fechada onde coloco um sistema de
coordenadas. Este sistema convém A representacdo de um ponto vizinho a trajetoria

fechada que terd coordenadas (s, x,y) onde estas duas ltimas sdo tomadas sobre o

SNote-se que a quarta parte de “Sur les courbes...” sé foi publicada em 1886, portanto apds a
publicagdo do artigo scbre as solugdes particulares do problema dos trés corpos.
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plano normal. Podemos dizer entéo que, se 7y é um ponto do plano normal s = 0,
vizinho de O, a trajetdria que passa por P ird cortar todos os planos normais quando
s cresce até cortar novamente o plano em s = 0 em um certo ponto P,

Mostra-se, entdo, que a transformacao que leva ) em P € holomorfa, e é possivel,
portanto, empregar a mesma analise local dos capitulos anteriores na vizinhanga do
ponto O que, por estar sobre a solugdo periddica, ¢ mantido inalterado por esta
transformacao.

O resultado desta andlise é que a dinamica dos pontos de intersecao sobre o pla-
no normal é andloga & dinamica das trajetérias de um sistema bidimensional na
vizinhanca de um ponto singular®. Falando deste resultado, Poincaré emite uma
observacgao que é fundamental para nos:

“E impossivel nao sermos surpreendidos pela analogia que apresenta a andlise
precedente com a teoria dos pontos singulares”®.

Note-se que a transformacio em questio é uma transformacio discreta dos pontos
sobre o plano normal e, se conhecemos a dindmica desta transformacao na vizinhanga
do ponto fixo, conheceremos também a dindmica das trajetdrias do sistema original
na vizinhanc¢a da solugao periddica. Isto dard origem a definicao alternativa de um
sistema dinamico por iteracoes sucessivas de um difeomorfismo, como mencionamos
no primeiro capitulo. Para compreendermos os desdobramentos desta invencao de
Poincaré, necessitamos de alguns detalhes sobre o modo como se chega até a analogia
citada.

Conhecendo uma certa solucao, que €, no caso, uma solugao periédica, e estudando
a dinamica da transformacao de pontos sobre a secao, Poincaré demonstra que esta
transformacao é holomorfa e pode ser expandida em série na vizinhanca do ponto fixo
considerado. Tomando os termos de primeira ordem destas séries, eles possuern umna

integral da forma:

4Lembremos que Poincaré assume a continuidade das solugfes em relacdo is condicdes iniciais e
4 certos parametros.

"Exceto para o caso de um centro, que apresentard algumas dificuldades das quais falaremos na
segunda parte.

5«1 est impossible de n'étre pas froppé de Uanalogie que présente Uanalyse gui précéde avee la
théorie des points singuliers’ (P()INCARE, 1886a, p.204).
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v =AM (f) + Aaetia(t)
y o= ApeMhg (1) + Agettys (1)
onde as funcoes sao séries trigonomeétricas e 0s A, sao constantes.

s casos sao analisados a partir dos valores de A; e Ay, como no caso local bidi-
mensional. Mas se estes valores sdo reals positivos, um malor e outro menor gue um,
acontece algo interessante: Poincaré afirma que existem, sobre o plano normal, duas
curvas K e A, tangentes respectivamente a Oz e Oy, que encontram a trajetoria
fechada na origem, dadas por fungées holomorfas de uma mesma variavel, tais que,
se um ponto F estd sobre uma destas curvas, sua préxima intersecio, Py, também
estard.

Em uma linguagem um pouco distinta daquela empregada por Poincaré, dizemos
que estas curvas contém os iterados de todos os seus pontos e sao portanto invariantes

pela transformacgio. Para demonstrar isto, escrevemos Py como funcio de Py

Ty = Sixo + 0120, yo)

Y1 = Sayo + G2{Tg. Yo)
onde ¢; sao séries comecando pelos termos de segundo grau. Notemos que isto nos
dd uma transformacao de pontos.

Poincaré substitul entdo a equacdo das curvas K e K’ na transformacao acima,
obtendo uma equacao funcional e encontrando as equacdes das curvas como séries
convergentes. Os pontos que interceptam as curvas K e K’ descrevem as trajetdrias
infinitamente vizinhas da trajetdria fechada para t = —0oc e t = +o0 respectivamente.
As trajetérias que nio interceptam nem umna nem outra curva permanecen a uma
distancia finita da trajetéria fechada e seus pontos de intersecdo possuem, em relacio
ao referencial do plano de segéo, abscissas crescentes e ordenadas decrescentes ou vice-
versa. Poincaré mostra exatamente que isto ¢ valido, nio somente para a aproximacao
linear, mas se também consideramos os termos de ordem superior da expansio em
série.

Este tipo de resultado teve muitos desdobramentos até os dias de hoje, mas, em
um primeiro momento, gostariamos de citar os trabalhos de Hadamard, Lattés e

Birkhoff, nesta ordem. O primeiro tem como objetivo fornecer novas demonstracoes,
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quando ndo assumimos as hipdteses de analiticidade de Poincaré: “néo somente estas
provas nos permitem desprezar uma hipétese, a saber a da analiticidade; mas elas
s&o sempre mals instrutivas, mostrando-nos (...} o comportamento e 0 mecanismo
do fenomeno, que ndo sao ressaltados quando usanios séries de poténcias. Além
disso, a questdo de saber se a analiticidade é implicada ou nao na solucao de um
problema tem uma grande importancia em si: ela penetra profundamente na natureza
do problema” (HADAMARD, 1933).

Em um artigo de 1901 (HADAMARD, 1501), Hadamard tratard diretamente das
transformacoes de pontos, demonstrando que o resultado de Poincaré é valido, se
admitimos apenas certas condigoes de regularidade sobre a transformacao (que pode
nao ser analitica). Uma outra novidade introduzida por Hadamard é a demonstragao
de que as curvas invariantes existem, mesmo se apenas um dos valores de A; é malor
que o0 outro em valor absoluto”. Hadamard afirmard entdo que podemos tomar uma
regiao sobre o plano de secdo, em torno da origem, como o interior de wma circun-
feréncia, e, iterando-a sucessivamente pela transformagao, veremos que esta regiao
serd contraida em uma direcdo e expandida na outra, até que a figura se degenere
enl wma reta que serd wma curva invariante. As condicoes assumidas por Poincaré
determinam um caso particular, onde existem apenas duas curvas invariantes.

Poderiamos pensar, como salienta Hadamard, que se os valores de A; sdo ambos
menores que um em valor absoluto, ndo teriamos uma das direcdes invariantes. O
que dissemos no pardgrafo acima € que, nas condicoes dadas por Poincaré, temos
exatamente duas curvas invariantes. Mas se assumimos por exemplo Ay < A; <1 ob-
temos uma curva invariante pelo processo andlogo ao de Poincaré, mas ndo sabemos
se existe outra. Este serd o assunto do artigo de Lattés, que sera considerado mais
adiante. Terminamos este pardagrafo observando que, como nio se admitia a analiti-
cidade, o problema era dificil de ser resolvido, pois nao se sabia quais as condigoes de
regularidade que deveriam intervir,

O artigo de Samuel Lattes foi publicado em 1906 e chama-se “Sur les équations
fonctionnelles qui définissent une courbe ou une surface invariante par une transfor-

mation”. Vemos, ja pelo titulo, que a sua formulacao do problema usa uma linguagem

"TNote-se que as igualdades sdo excluidas, sem esquecer de que s6 falamos de valores reais.
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nova, que esta bem proxima daquela que usamos atualmente. O autor comeca por
inserir o problema em uina classe de problemas relacionados a equacdes funcionais®,
As equagtes que definem uma curva, ou superficie invariante, sdo uma categoria
particular destas equagbes. Empregando o termo multiplicidade para designar uma
variedade, o autor observa:

“Sabemos que a procura de uma multiplicidade invariante por um grupo continuo
de transformaces depende de equagdes diferenciais ou de equacdes a derivadas par-
ciais. Mas se, no lugar de um grupo continuo, considera-se uma transformacao iso-
lada, a procura de uma multiplicidade invariante por esta transformagao depende de
equagoes funcionais” (LATTES, 1906, p.2).

Temos assim uma formulagio parecida com a atual, que nos permite enxergar
a profundidade da associacdo entre a dinamica determinada pelas solugoes de uma
equacao diferencial e a transformacio de pontos que é a ela associada. Lattes conside-
ra o problema em duas e trés dimensdes, mas enuncia o problema geral da investigagao
das variedades invariantes. Ele estuda os casos analitico e ndo analitico, a partir dos
trabalhos de Poincaré e Hadamard, pela andlise do que denomina “dominio de um
ponto duplo”. Ponto duple é o ponto gque é mantido fixo pela transformacgio de pontos
e seu dominio é justamente o plano de secao.

Lattés ndo consegue concluir a andlise para todas as possibilidades dos valores dos
A, as mostra que estes valores sio elementos essenciais do problema, ndo estando
relacionados apenas & garantia do sucesso de um certo método, ou de um certo tipo
de transformacao®. Os resultados obtidos nio diferem muito dos citados anterior-
mente, mas, enquanto Poincaré sé definia as curvas invariantes para o caso em que
Ar < 1 < Ay, estas curvas se mostram tteis para o estudo do aspecto local dos demais
casos'®, Também surpreendido pelos resultados encontrados, Lattés explica da se-
guinte maneira a razdo da similitude entre a andlise das vizinhangas de um ponto fixo
da transformacao e de um ponto singular de uma equac¢io diferencial, que j& havia
impressionado Poincaré:

“Explico as razdes desta ligacdo entre as duas teorias, mostrando que, no dominio

¥Dos quais os de autoria de Picard aparecem com mais destaque.

9lembramos mats uma vez que estes valores sio considerados reais e diferentes de um, em valor
absoluto

1%Que Poincaré também havia descrito com sucesso, mas para situagdes menos gerais.
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{vizinhanga) de um ponto singular, a equacdo diferencial se apresenta como limite da
equacao funcional que define uma curva invariante pela transformacio de pontos que
admite o ponto singular por ponto duplo” (LATTES, 1906, p.5).

Hadamard salienta (HADAMARD, 1933) que a relagio entre as duas tecrias é a
mesma relacdo que ha entre o continuo e o descontinno. Estdo & disposicao varios
ingredientes para que se possa considerar indistintamente wm sistema dinamico como
o fluxo definido por uma equacéo diferencial ou como iteragdes sucessivas de uma
transformacao de pontos, que dizemos hoje ser um difeomorfismo. No entanto, esta
identificacio, que serd um passo decisivo em direcio ao aspecto atual da teoria dos
sistemas dindmicos, terda um impulso definitivo nos trabalthos de Birkhoff, dos quais
citamos em primeiro lugar o artigo “Surface transformations and their dynamical
systemns” (BIRKHOFF, 1920b}.

E neste trabalho, em particular, que Birkhoff define quando uma transformacio
¢ hiperbdlica, nocio que, conforme veremos, é de suma importancia. Neste primetro
momento a definiciio se aplica ao caso de curvas invariantes ditas formais. Isto é,
a partir de duas séries de poténcia formais [ e g, tomamos as equagdes u = f{t) e
v = g(t) que definem curvas formais no ponto (0,0}. Consideramos entdo uma trans-
formacdo T aplicada a tais curvas e desejamos encontrar as curvas formais invariantes.

“Uma divisdo fundamental de tipos de pontos invariantes serd feita de acordo com
o fato de existirem ou ndo curvas deste tipo dadas por séries reais (...) a transfor-
macao T serd chamada hiperbdlica, se existirem curvas reais formalmente invariantes,
e eliptica no caso contrario” (BIRKHOFF, 1920b, p.26).

(s casos em que tais curvas existem sao dados pelas raizes de uma equagao assocl-
ada a parte linear das séries que definem a transformacao na vizinhanga de um ponto
mantido invariante, que chamamos hoje de autovalores da parte linear da transfor-
macao. Segundo a defini¢do de Birkhofl, as curvas reais invariantes existem— ¢ a
transformacao ¢ hiperbélica— se as raizes forem disjuntas do circulo unitério.

O estudo das transformacoes de uma superficie é iniciado por Birkhoff em um
artigo anterior, de 1917 (BIRKHOFF, 1917), onde sdo tratadas as equacoes do mo-
vimento com dois graus de liberdade que dependem de duas coordenadas de posicdo

e duas de velocidade, estando portanto em um espaco de quatro dimensces que se
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reduz a uma superficie tridimensional, se consideramos a superficie que corresponde
4 energia constante. Uma superficie de se¢do, que generaliza o plano de secao de
Poincaré, é definida como una superficie analitica (ou analitica por partes) cuja fron-
teira é dada por um nimero finito de linhas de fluxo, cortada no mesmo sentido pelas
linhas de fluxo e ao menos uma vez por todas as linhas de fluxo em um intervalo fixo
de tempo! (BIRKHOFF, 1917, p.269). Birkhoff ilustra a existéncia destas superficies
em exemplos distintos, de genus e nimero de fronteiras distintos, para indicar que “a
superficie de secio é um fendmeno bastante geral”.

A redugdo do problema de se descrever a dindmica do fluxo definido por uma
equagao diferencial-— em particular de uma equacao de movimentoe bidimensional-
a partir da dinamica de uma transformacao, serd justificada mais explicitamente no
artigo “Surfece Transformations end their Dynamacal Applications”, publicado no
Acta Mathematica a convite de Mittag-Leffler e Norlund. Birkhoff ird considerar uma
transformacgdo analitica na vizinhanca de wm ponto mantido invariante que é, na
maior parte dos casos, conservativa. Sem utilizar esta tltima hipdtese, ele descrevera
0S casos em que um ponto ird se mover, por aplicacoes sucessivas da transformacao,
sobre uma hipérbole ou sobre duas retas paralelas {que podem ser consideradas uma
elipse degenerada), inspirando a designacao dos cases “hiperbdlico” e “eliptico”.

A definigao explicita de um sistema dinamico como iteracao de uma transfor-
magao, nds encontramos pela primeira vez no livee “Dynamical Systems” publicado
por Birkhoff em 1927 (BIRKHOFF, 1927a). Falando do métado das transformacoes
de Poincaré, o autor define um sistema dinamico dizendo que a forma desta defini¢ao
pode sofrer uma mudanca impressionante {“striking”} se aproximando do enunciado
seguinte:

Suponhamos que possamos constriuir uma superficie anaiitica fechada S de n —1
dimensoes “na variedade de estados do movimento™ tal que todas as linhas de fluxo
venham cortd-la ao menos uma vez ap6s um intervalo de tempo dado. Podemos
chamar esta superficie § “superficie de se¢io”™. Se seguimos um ponto P de S ao
longo de uma linha de fluxo, ela interceptard 5 novamente em um ponto £ e nos

temos definida wma transtormacao T, que € bijetiva, analitica e discreta, da superficie

U Para este tipo de problema estas superficies de secdo também ia haviam sido consideradas por
Poincaré.
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nela mesma. Podemos associar assim o problema dindmico a transformacao discreta
T da superficie nela mesma. “As propriedades dos movimentos sdo entao espelhadas
(“mirrored’) nas propriedades de T7 (BIRKHOFT, 1927a, p.143).

Isto acontece sobretudo para as propriedades que interessam a analise qualitativa.
Birkhoff diz entéo, claramente, que podemos definir um sistema dindmico igualmente
pelo Huxo determinado pelas solugdes de uma equacao diferencial, onde o tempo é
considerado continuo, ou pelas iteracoes sucessivas de uma transformacao discreta
definida sobre uma variedade. Esta transformacio é chamada, por motivos dbvios,
“transformacao de Poincaré”. Notemos no entanto que a superficie de secdo, tal
como definida por Birkhoff, ndo existe sempre, sobretudo quando aumentamos as
dimensées do problema. Este fato nio passou despercebido para Birkhoff, de modo
algum, mas ele afirmara, assim mesmo, que a reducao de um sistema dinamico a uma
transformacdo de pontos €, ndo apenas vidlida, mas fundamental do ponto de vista
tedrica’?.

Mesmo se existe alguma limitacdo a utilizagdo dos métodos de se¢do, tal como
foram introduzidos por Poincaré, ao cousiderarmos dimensoes maiores, averiguar-se-
a que ¢ mantida a possibilidade de se estudar o comportamento das solugbes através
de uma transformacido de pontos. O problema em dimensoes superiores é que o
papel atribuido as solugdes periddicas nao serd mais o mesmo. Voltando ao tempo
de Birkhoff, gostarfamos de mencionar, em particular, um extenso artigo que foi
coroado pela Pontificia Academia de Ciéncias: “Nouvelles Recherches sur les Systémes
Dynamiques”(BIRKHOFF, 1935). Neste trabalbo, Birkhoff ird observar que a opinido
de Poincaré sobre a importancia das solugoes periddicas parece valida apenas em
dimensao trés, acrescentando em seguida:

“Para criar uma teoria definitiva para n > 3 serd necessdrio ou descobrir novas
entidades analiticas das quais se possa servir, ou empregar entidades nao-analiticas
tais como as solugoes recorrentes que eu introduzi”{BIRKHOFF, 1935, p.87).

Ainda neste artigo sera levada adiante a andlise do comportamento da vizinhanga

L2De fate, na teoria tal como a conhecemos atualmente, wm sistema dinamico € indistintamente
tomado como um Huxo ou um difeomorfisme. Podemos inverter a idéia dos métodos de segio utili-
zando a suspensdo de umn difeomorfismo, gue é um modo de associar um fuxo a um difeomorfismo.
Definimos este dltimo, em dimensfio n, como uma transformacéo de Poincaré de um campo em
dimensdo n -+ 1. As demonstractes nio se traduzem imediatamente de um casc a outro, mas em
gerat isto nfo é dificil de ser feito.
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de um ponto fixo, seja ele eliptico ou hiperbélico, quando a iteramos por uma transfor-
magao bidimensional. Iremos nos restringir & descricao do caso hiperbdlico, onde esta
andlise ¢ facilitada pela existéncia das curvas invariantes pela dindmica. A transfor-
magao sera decomposta em componentes que nos permitem analisar a dinamica sobre
cada uma destas curvas separadamente. Um importante passo é dado quando itera-
mos pela transformacao as curvas invariantes, que haviam sido definidas localmente,
e perguntamos o que ocorre.

Tomamos entao a curva o que tem o ponto fixo, P, como a-limite, isto é, a curva
cujos pontos “nascem” no ponto fixo; e a curva w, que tem o ponto fixo como w-
limite, a curva cujos pontos “morrem” no ponto fixo. Birkhoff denomina “vizinhanca
estendida” de um ponto fixo P, a vizinhanca dos dois ramos das variedades invariantes
a e w, que sao adjacentes a I e se estendem até um ponto (@ onde elas voltam a se

encontrar'®. A figura seguinte foi extraida deste artigo de Birkhoff:

O ponto ¢ é chamado um ponto homoclinico, pois corresponde a uma trajetoria
fechada que é dita homoelinica A trajetéria fechada que deu origem ao ponto' P.
O ponto  também é chamado duplamente assintotico a 7, uma vez que w(@) =
a(@) = P.

No artigo “Sur les problémes des trois corps et les équations de la dynomique’

(POINCARE, 1890) uma solucio periédica instavel e suas solucies assintéticas sio

Y3 Birkhoff observa que nio é necessdrio admitirmos a existéncia de uma superficie de secio regular
para obtermos esta vizinhanga.

24 Na verdade, Birkhoff 4 havia realizado a mesma andlise para um ponto fixe eliptico, sem usar
obviamente as curvas invariantes, concluindo também pela existéneia de um ponto homoclinico.
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representadas por uma trajetéria fechada com duas superficies assintoticas. A vizi-
nhanca desta solugao serd estudada mais uma vez pelo método de secoes, onde as
superficies assintéticas serdo representadas por duas curvas. Poincaré ird perceber
entdo que, se estendemos estas curvas, elas podem vir a se interceptar em um ponto e
uma trajetéria do sistema original, que passe por este ponto, pertencerd simultanea-
mente as duas superficies assintdticas, devendo ser chamada duplamente assinidtica.

Este assunto possul uma importancia crucial no trabalho de Poincaré, mas, como
se trata do problema da estabilidade, voltaremos a menciond-lo com mais detalhes
na segunda parte de nossa tese. Gostarfamos, contudo, de observar que este proble-
na aparecera novamente no terceiro volume de seu livro Les méthodes nouvelles de
la mécanique céleste (POINCARE‘, 1892-1899, p.384}, onde as solucdes duplamente
assintéticas serao rebatizadas como solugdes homoclinicas.

Poincaré observa ndo somente que existe uma solugdo homoclinica em sua des-
cricao do problema restrito dos trés corpos, mas gue podem existir infinitas solugoes
deste tipo sobre uma superficie assintotica qualquer. Ele observa entao quer

“Nao temos ainda o direito de dizer que as solugbes duplamente assintdticas sac
iberalldicht'® sobre a superficie assintética; mas isto parece provavel” (POINCARE,
1892-1899, p.387).

Birkhoff ird se aprofundar posteriormente nas varias propriedades das intersegoes
homoclinicas, percorrendo as vias abertas por Poincaré. Na vizinhanca estendida
de um ponto homoclinico'®, que Birkhoff analisa, pode existir uma riqueza imensa
de comportamentos. Birkhoff demonstra, para o sistema tridimensional considerado,
que em toda vizinhanca de wm solugio homoclinica ha uma infinidade de sclugoes
periddicas. Esta conclusao indica um novo tipo de complexidade para o fendmeno
das intersecdes homoclinicas, que ira revelar ainda outras estranhas possibilidades.

Poincaré estava absolutamente consciente da complexidade da dindmica associada
a presenca de wma infinidade de solucdes duplamente assintéticas, representadas sobre
o plano de secdo por infinitas intersecdes das curvas assintéticas, e a prova disso € a

célebre descriciio da figura que renuncia esbocar, a ndo ser pela imaginacao:

Yhensas,
Hlabe observar que s6 estamos considerando aqui 0 caso em que o ponto homoclinico é obtido
por uma intersecdo transversal das curvas invariantes.
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“Se procuramos representar a figura formada por estas duas eurvas e suas inter-
seches em numero infinito, onde cada uma corresponde a uma solugido duplamente
assintdtica, estas interse¢des formam uma espéeie de trelica, de tecido, de rede de
malhas infinitamente apertadas; cada uma das duas curvas nio deve jamais recortar-
se a si prépria, mas dobrar-se sobre si de uma maneira muito complexa para vir a
cortar uma infinidade de vezes todas as malhas da rede.

Ficaremos impressionados com a complexidade desta figura, que eu nem mesmo

tento tracar” {(POINCARE, 1892-1899, p.389).

4.1 “A secao de Poincaré é um gesto”

Mesmo que saibamos hoie ser a analise da vizinhanca das solugoes periddicas insufici-
ente para determinarmos o aspecto qualitativo global das solucoes, foi com esta nogio
que se deu um primeiro passo em dire¢io ac estudo global. As trajetorias fechadas sdo
soluches especiais, porque encerram uma caracteristica de invaridncia simples, dada
pela periodicidade. Partindo de solugdes periddicas, vimos reduzirem-se um ao outro
um problema continuo e um problema discreto, com a introducio de métodos de di-
ferengas finitas no estudo de equagoes diferenciais de um modo absolutamente novo,
em comparacao ao que se fazia antes de Poincaré. Isto foi possivel porque Poincaré
teve a brilhante idéia de cortar transversalmente uma solu¢do periddica e estudar o
que se passava sobre o plano de corte.

Se a dindmica definida pelo fluxo pode ser considerada como agio de um grupo
continuo sobre o espago onde a equacgdo diferencial estd definida, o procedimento de
Poincaré revela que esta dindmica é determinada de modo equivalente pela agéo de um
grupo discreto sobre a superficie de se¢do. A transformagio de pontos, que chamamos
T, é uma transformacao de Poincaré definida quando seguimos os pontos vizinhos ao
ponto fixo e olhamos o seu primeiroe retorno sobre a se¢do de Poincaré. Por isto,
ela pode ser também denominada “transformacio de primeiro retorno”. Ao invés de
analisarmos o comportamento das linhas de fluxo, estudaremos 0 comportamento dos
pontos que obtemos iterando uma certa condicdo inicial 2y por T. A propriedade de
Erupo € expressa por:

T @)} = T xe) = T (T (20))-
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Na verdade, a definicdo de um fluxo ja partia da consideracio de todos os estados
a0 mesmo tempo. O que fazemos aqui é interromper o conjunto de estados, em um
certo momento, ¢ definir a evelucao do conjunto de estados pelo acontecido desde
0 inicio até este momento. Nao dependemos necessariamente da secao de Poincaré
para fazer este corte. Esta possibilidade estd dada pela propriedade de grupo do fuxo
que diz que, se aplicamos o fluxe durante um tempo t a um estado correspondente a
urn instante s, isto é equivalente a aplicar o fluxo durante um tempo s + 1 e temos
G (ds{ry)) = Psar(T0).

Birkhoff j4 havia reparado que, em um espago abstrato qualquer, nao é dificil
ver a relacdo intima entre uma dindmica com tempo continuo e uma dinamica com
tempo discreto, se levarmos em consideracdo a “conexfo entre uma imagem visual de
tipo continuo mudando de modo ordindrio e a correspondente imagem de quadros em
movimento de tipo discreto” (BIRKHOFF, 1941, p.1}. Isto permite, entdo, a reducio
de um fluxo continuo a uma transformacao discreta, por uma “parada” no fluxo em
um momento qualquer que podemos considerar como o instante um. Temos assim

que:

T™(zg) = T{T" ao)) = T(T(T"*(z0))) = ..

A dinamica serd determinada pelo conjunto de estados no instante em que defi-
nimos T, e isto é o que a formulacdo do problema como agdo de um grupo discreto
quer dizer. Lembrando que é possivel reciprocamente mergulhar um fluxo discreto
em um fluxo continuo, finalizamos a associa¢dao entre uma dinamica continua e uma
dindmica discreta que possui uma dimensao a menos.

Uma conclusio deste tipo nos foi primeiramente revelada pelo tracado de uma
secdo de Poincaré, sobre a qual aparecem resultados surpreendentes, como a seme-
thanga entre o aspecto da vizinhanca de uma singularidade e da vizinhanca de um
ponto fixo sobre a secdo. Isto porque podemos descrever as trajetdrias, nas proxi-
midades do ponto fixo, a partir da determinacio de curvas sobre a secio, que $do
invariantes pela dinamica. A continuidade em relacao as condigdes iniciais, sobre a

qual se baseou a grande novidade da abordagem de Poincaré, ou seja, a consideragio
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simultdnea de todas as solugdes, vemn mostrar toda a sua forga ao descobrirmos curvas
invariantes sobre o plano que secciona uma solucéo periddica: a solugdo pericdica re-
torna sobre o mesmo ponto e ha solugdes vizinhas que retornam tragando as mesmas
curvas sobre a secao.

Lattés e Birkhoff j4 haviam proposto explicagbes matemadticas para as constatacoes
gque haviam impressionado Poincaré. A semelhanca entre os dois casos, hoje, jd nao
nos inquieta. principalmente quando apresentada de um modo onde a justificativa
precede a evidéncia de tais fatos. Nossa motivacdo ao privilegiar a ordem histdrica ¢
justamente a de fazer aparecer, em um momento de descoberta, a for¢ca de um certo
resultado.

Dada esta motivacdo, nio podemos nos contentar com nenhuma explicacdo ma-
tematica proposta apos o fato desvelado. Gostariamos de defender que os compor-
tamentos que o método das se¢des de Poincaré vém revelar, permitem-nos compre-
endé-lo como umn gesto. Esta nocéo foi bastante explorada pelo matematico e fildsofo
(Giiles Chatelet que soube, de modo absolutamente original, aproximar filosofia e ma-
temdtica a partir do que a matematica pensga e ndo do que podemos pensar sobre ela.
Dele tomamos de empréstimo as palavras que se seguem para justificar o papel que
imprimimos as secoes de Poincaré:

“Q gesto possul uma exemplaridade historial: se podemos falar de acumulacao
do saber ao curso da sucessio das geracdes, devemos falar de gestos incugurando
dinastias de problemas” (CHATELET, 1993, p.32).

Os problemas relacionados as variedades invariantes que se deixam tracar sobre as
seches de Poincaré, fazem-nos perceber o grau de generalidade de uma decomposicio,
que parecia natural no problema plano. As propriedades profundas de invariancia
serao um primeiro passo em direcao a descricao nao local das trajetorias,

Pensemos a semelhanca que se estabelece entre casos distintos, como o comporta-
mento local das solugdes de uma equagdo de primeira ordem, na vizinhanca de suas
singularidades, e o das intersegbes das solucdes de uma equagio de segunda ordem
com um plano transversal a wma solugio periddica. Podemos pensar que se trata de

uma analogia natural, se olhamos o problema a partir das ferramentas que temos hoje
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& nossa disposicdo, e que subentendem operacionalmente a equivaléncia entre a defi-
ni¢do de um sistema dinamico como nm fluxo definido por uma equagio diferencial
ou como iteragoes de um difeomorfismo. Mas se nos posicionamos sobre o instante
mesmo em que tracamos um plano de secao, obtemos uma semclhanga inesperada
com a analise das singularidades, que tanto impressionou Poincaré,

O titulo desta secao ¢, na verdade, um abuso de lnguagem, pois a secio de
Poincaré, entendida come um objeto matematico, nao é um gesto. Chamamos gesto
o movimento de pensamento que ela vem expressar. Poderiamos dizer, mesmo que de
modo um tanto impreciso, que na nocao de gesto, tal como a enunciamos, esta contida
a idéia de gestacdo e, portanto, de génese. Como se no movimento de pensamento
que o gesto expressa ja estivessem contidos os resultados e os desdobramentos que
a efetivacio do procedimento vird tornar objetivos. Nao diremos tampouco que o
gesto é subjetivo; ndo se trata do gesto de Poincaré, pois nao podemos dizer que 0s
desdobramentos do método que ele inventou sciam produgao de seu espirito. Este ¢
mais um indicio de que a matemdtica trata de objetos ¢ verdades que, por nao serem
sensivels, N40 Sa0 Mencs reais.

Gilles Chatelet mostra, no primeiro capitulo da obra que citamos ha pouco, como
Cauchy se instala no plano complexo para contornar um polo-— espécie de obstaculo
que faz a fungao tender para o infinito!”, e consegue mostrar como um ponto deixa de
ser uma simples posicio designada do exterior para se tornar algo “em torno do que”
podemos caminhar. Isto permite que a natureza do ponto se faca sentir na fronteira
de um dominio que pode ser sempre expandida, até se fazer sentir em todo o plano:
“é¢ o milagre da holomorfia”, diz Chatelet. O motivo da repercussao global é que
a natureza do ponto se associa a uma familia de circuitos que podermos realizar em
torno do ponto e gue s6 se diferenciam pelo ntimero de voltas realizadas por cada um.

“Asgsim, o recorte de um pequeno circulo impde ao gedmetra um novo plano de
trabalho. Considerando um ponto como um buraco potencial (...} o gedmetra ja se
propulsou em um outro campo de intuicdo: o do numero de lagos ¢ das deformacoes
de contornos” (CHATELET, 1993, p.67).

No caso das secbes de Poincaré, o gesto é, em um primeiro momento, o que vem

Para a expansao em séries de uma fungio, se aparece um nimero finito de termos da forma

fiz) = rr_i'w o ponto xp é dito um pdlo.



aproximar duas situacoes de dimensoes diferentes, instaurando, em dimensoes maiores
gue dois, um novo grau entre o local e o global: a vizinhanca das solucdes periddicas.
Estas solugdes sao especiais por trazerem consigo wma propriedade simples de inva-
riancia, dada pela periodicidade, que contribui para descrever o comportamento das
solucdes que estdo em suas vizinhancas. Uma solugdo qualquer, que é em principio
infinitamente extensivel, deixa-se reduzir, neste caso, a uma descri¢do finita. Vimos,
no terceiro capitulo, como tracamos, em duas dimensoes, um arco transversal a uma
solucdo periddica, sobre o qual o ponto correspondente a esta solugdo é mantido fixo,
e analisamos as intersecoes das outras solugoes com este arco. Como estamos em duas
dimensoes, esta analise é suficiente para uma descricao de carater global e isto por
trés motivos: duas solugdes nao poder se interceptar; as solucbes dependemn conti-
nuamente das condicoes iniciais; a codimensao do ciclo limite € um e esta ¢ também
a dimensao do arco.

Em dimensao trés, estudamos as solucdes vizinhas a uma solugao periddica segun-
do os mesmos principios, utilizando fortemente os dois primeiros motivos que conti-
nuam validos, enquanto que & terceira circunstancia é adicionado mais um grau de
liberdade, que ird permitir uma maior riqueza de comportamento para as trajetérias
vizinhas. Dada a dimensdo do problema, ndo faz mais sentido cortar as solucdes pe-
riddicas por arcos. Cortamos por um plano e estudamos as intersecoes das trajetérias
tridimensionais com este plano. Como as solucdes periddicas determinam o aspecto
das solugées em suas vizinhangas? Como sua propriedade de invariancia é herdada
pelas solugoes vizinhas, constrangidas pela continuidade do conjunto de solugdes?

Em principlo, nada podemos afirmar, imaginando que as trajetérias se aproximam
ou se afastam da solucdo periddica com dois graus de liberdade. Mas examinando
estas questoes de perto, Poincaré enxerga quais as condicoes que devemos preencher
para garantir umn certo conhecimento dos pontos de intersecio destas trajetorias com
o plano de secdo. Ndo se trata mais de uma estrita periodicidade, mas estes pontos
podem formar variedades sobre o plano. Além disso, os pontos que estao sobre nma
destas variedades permanecem, por um tempo arbitrario, sobre esta mesma variedade,

quando o iteramos pela transformacao de pontos, o que da sentide a, aparentemente
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insolita, nomenclatura de “variedades invariantes”!s.

E o modo de cortar a solucio
periddica que nos faz enxergar a propriedade de invaridncia e isto pode garantir a des-
cricdo da vizinhanca de uma trajetdria fechada, por uma decomposicao da dindmica,
cujos desdobramentos sao fundamentais na teoria atual,

Mas se, localmente, na vizinhanca de um ponto fixo, o aspecto da dinamica de
pontos sobre a segao se assemelha ao comportamento local das trajetérias no caso
bidimensional, acontece algo muito distinto quando olhamos para uma vizinhanca
estendida do ponto fixo: 0s pontos homoclinicos. Nada nos deixaria prever a priori
que encontrariamos tal comportamento, mas nao se trata tampouco de uma invengao
de Poincaré. Este percebe que as solugoes periddicas, que eram um fim em si mes-
mas, devem ser vistas como brechas para se penetrar no comportamento global das
trajetdrias, quando a dimensiao do problema é maior que dois: o papel das solugoes
periddicas se transforma. Exatamente estas brechas fardao aparecer, sobre a secio,
a imbricacao de comportamentos que Poincaré nao ousou tragar, pela complexidade
que, sabemos hoje, é conseqiiéncia da presenca de um ponto homockinico. Para dar
um breve exemplo, a existéncia de um ponto deste tipo implica a sua multiplicagao
ao infinito e, como Birkhoff percebeu, a existéncia de infinitos pontos periédicos.

Se dissermos que a secdo de Poincaré vem atualizar uma virtualidade do com-
portamento das trajetorias, podemos estender a estes métodos o que dizia Chatelet
a respeito dos métodos inventados por Cauchy: “encontramos af toda a riqueza da
elasticidade ¢ dos recortes do virtual: ousar wm gesto que libera uma nova unida-
de plastica e que, fazendo repercutir todo um campo, faz alusio a outros gestos
(. (CH;\Z{*ELET, 1993, p.68); mesmo que, no caso do método das secdes, os cortes
sejam distintos e as conseqiiéncias também.

Como movimento de pensamento, a secio de Poincaré nio vem apenas cortar
uma solucao periédica mas todo o conjunto de solucoes, indicando a relevancia dos
fenémenos de invariancia e de recorréncia para a determinacao do aspecto qualitativo

das solugoes. Fenomenos estes, que constituemn uma realidade intrinseca a dinamica

BSalientamos que a idéia de invaridncia aqui é um pouco diferente da imobilidade que esta nogéo
parcce significar no emprego usual. As variededes invariantes sio subconjuntes de pontos, movidos
pela dinamica, dos quais os movimentos descrevemn uma variedade de pontos a partir dos gquais os
movimentos perrmanecerao sobre esta mesma variedade e assim por diante. O adjetivo inverionte
refere-se entéo aos conjuntos que resistem & multitude de variagdes que a dindmica encerra, das quais
apenas as diregdes infinitesimais eram conhecidas.
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e sao, muitas veres, a unica coisa que se pode dizer sobre ela. Ainda mais que os
espacos de que tratamos ndo possuemn nenhuma rigidez estrutural que nos permita
passar das propriedades locals as globais sem mudar a natureza do problema.

Se podemos esquecer das secbes de Poincaré ao identificarmos uma dindmica
continua a uma dindmica discreta, nao podemos esquecer que foi sobre estas secoes
que se revelou possivel secclonar o pardmetro. no caso o0 tempo, instituindo dois
momentos, que poderiamos dizer um antes e um depois. O cardter evolutivo do tem-
po, quando entendido como pardmetro, deixa-se sempre separar erm umn antes e um
depois que ¢ caracterizam completamente, pelos postulados de continuidade subja-
centes. Sobre a se¢do é o refornar que ImMporta e, mMesmo que possamos esgiecer a
secio para caracterizar as recorréncias do sistema, isto ndo diminui a exemplaridade
do corte inaugural que elas vém instituir. Sobretudo porque nio podemos esquecer
das intersecoes homoelinicas que se apresentam com a robustez e a insisténcia de que
falarernos no dltimo capitulo.

Acrescentamos um novo aspecto ac geste tal como o havia definido Chéatelet: ele
pode ser esquecido. No para sempre, mas para aparecel novamente em um novo
momento, como, por exemplo, para seccionar as trajetorias recorrentes de Birkhoff,
gue virao substituir o papel das soluges periddicas de Poincaré, Nao completamente,

uma vez que seus desdobramentos persistem e permeiam toda a teoria.

4.2 Breve comentario historico sobre as variedades
invariantes

Considerando uma transformacdo de superficies, que ja podemos chamar assim apés
mencionar os trabalhos de Birkhoff, sabemos que Poincaré demonstrou a existéncia
de duas curvas invariantes analfticas quando A} > 1 > Ay > 0 na equacado (1), onde as
funcoes ¢ e ¢ sdo consideradas analiticas. Como ele sé considerou o caso analitico,
pode utilizar o método dos majorantes de Cauchyv, o que incitou Hadamard a se
perguntar se poderiamos provar o mesmo resultado sem as hipoteses de analiticidade,
usando portanto o método de aproximacdes sucessivas para averiguar até que ponto

esta condicao é fundamental. Hadamard generaliza, entdo, o mesmo resultado para
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0 caso em que as ditas funcoes sio consideradas C'! apenas'®.

Sera Sternberg que, em sua tese, ird retomar este problema exatamente do ponto
oncde o deixou Hadamard, por sugestio de Aurel Winter. Os resultados serdao pu-
blicados em 1955, em wm artigo chamado “On the behavior of invariant curves neer
a hyperbolic point of a surface tronsformation” (STERNBERG, 19535) onde o autor
demonstra que certas condi¢des, um pouco menos restritivas que aquelas considera-
das por Hadamard, sdo, em um certo sentido, as melhores possivels para garantir a
existéncia e unicidade de curvas invariantes para a transformacio de superficies.

Este problema estd intimamente relacionadc as questoes relativas a linearizacao
que tratamos no segundo capitulo e, por isso mesmo, veremos que, neste periodo, 08
atores serdo os mesmos. Sternberg publicard em seguida alguns artigos onde trata do
problema, o primeiro, de 1957 (STERNBERG, 1957), é o importante trabalho sobre
o teorema de linearizacio de Poincaré. Ele demonstra que:

Seja T uma {ransformacao definida em dimensao n de modo analogo & transfor-
magao de superficies definida pela equacao {I). Se temos ainda que p dos respectivos
A; $&0 menores gue um e g sao malores que um, entdo existem superficies invariantes
passando pela origem de dimensées n—p e n—q. Estas “superficies” invariantes, que
sao na verdade variedades, tém grau de diferenciabilidade igual a diferenciabilidade
da transformacao original. Este resultado generaliza os anteriores sobre a existéncia
de curvas invariantes para dimenséo qualquer e emprega um teorema sobre existéncia
de conjugacdes, usado para a obtencdo de formas normais, que mantém invariantes,
ainda, as variedades que guercmos.

Estes resultados serao também empregados, ou aperfeicoados, por Hartman. Fmn
um artigo ja citado, se a transformacao é C*, ¢ demonstrada a possibilidade de uma
linearizagio C*, para contracdes e para o caso geral em dimenséo dois, mesmo se nio
assumimos as condicoes de nao-ressonancia. Na demonstracio deste teorema Hartman
emprega a existéncia das variedades invariantes tal como haviam sido demonstradas
por Sternberg no artigo sobre o teorema de Poincard.

A primeira versao do teorema de linearizacio por um homeomorfismo, demons-

trada por Hartman, foi publicada alguns meses apds o artigo citado anteriormente. O

1*E se anulam na origem, bem como suas primeiras derivadas. Um resultado deste tipo também
foi encontrado por Lyapunov{CODDINGTON & LEVINSON, 10535, p.333).
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gue ainda nao dissemos, ¢ que esta demonstracao depende do resuitado de Sternberg
sobre a existéncia das variedades invariantes. Serd justamente esta a inovagac da
demonstracao proposta por Pugh para o teorema de Grobman-Hartman: ele nao faz
uso da existéncia das variedades invariantes.

Se T é um difeomorfisino e p um ponto fixo hiperbdélico de 7', usando os conjuntos
limite propostos por Birkhoff, definimos a variedade estdvel de p como o conjunto
dos pontos do dominio que tém p como w-limite, enquanto o conjunto dos pontos
que tém p como a-limite é chamado de variedade instavel de p; ambas as variedades
sao invariantes por T. Inversamente & primeira demonstracao de Hartman, podemos
usar o teorema de Grobman-Hartman para demonstrar que estes conjuntos tém uma
estrutura de variedade topoldgica. No entanto, a prova de que se tratam realmente
de variedades diferencidveis imersas foi dada por Irwin(IRWIN, 1970) e o resultado é
conhecido como Teorema da Variedade Estével®.

4.3 Quando garantimos que existe uma solugao pe-
riédica?

Os métodos de secao, idéia central deste capitulo, foram usados por Poincaré a partir
de uma certa solucao periédica. Mas o que garante que uma tal solugio existe? No

”

artigo “Sur les courbes...” a existéncia de uma tal solugao é assegurada apenas para
o caso particular do toro, mas é evidente a sua crenca de que sempre podemos supor
que tais solugdes existem. Ainda ndo dissemos, com toda a énfase que esta afirmacio
merece, que o argumento de Poincaréd é fortemente inspirado pelos problemas da
mecdnica celeste, em particular o problema dos trés corpos, que trata justamente de
perturbagoes das érbitas elipticas propostas por Kepler.

Nao se trata, de modo algum, de uma intuicdo vaga; alguns resultados de Poin-
caré relacionados as solugoes particulares do problema dos trés corpos legitimam, de
um certo modo, que se parta da consideracdo de que uma solugio periddica existe.
Estes resultados estdo em um artigo publicado em 1883 (POINCARE, 1883), isto é,

anteriormente a quarta parte do artigo “Sur les courbes...” de que tratamos nesta

“(bviamente o resultado para a variedade instdvel é andlogo, e aproveitamos para observar que
0 mesmo teorema mostra ainda gque estas variedades possuem o mesmo grau de diferenciabilidade
do difeamorfismo.
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tese, publicada em 1886.

Neste trabalho, Poincaré demonstra que tinha intuicdes importantes sobre as
téenicas que seriam empregadas posteriormente para se demonstrar a existéncia de
uma solugao periodica. As motivacbes de algumas contribuicdes de Poincaré ao cdlculo
de variagoes, gue se desenvolveria posteriormente, tém suas raizes também neste tra-
halho. Ele comega por enunciar o seguinte teorema:

“Sejam £, £n, ..., &, n funcles continuas de n varidveis 2y, Iz, ..., T, a varidavel z;
é sujeita a variar entre os limites +a; e —¢;. Suponhamos que, para x; = a;, & seja
constante positiva, e para z; = —a; constante negativa; digo que existira um sistema
de valores dos = para o qual todos os £ se anulardo”.

Para a demonstracio, Poincaré cita um artige de Kronecker (KRONECKER,
1869). Nao entraremos nos detalhes deste resultado mas observamos que ele pre-
nuncia a utilizagao do argumento sobre a existéncia de um ponto fixo de uma trans-
formacao, para garantir a existéncia de uma sclucdo periddica de um sistema de
equagoes diferencials, que ja vimos ser uma das ferramentas mais fecundas empre-
gadas por Poincaré. Apds a mencao do teorema de Kronecker, Poincaré continua,
dizendo que para se demonstrar rigorosamente que certas equacoes podem ser satis-
feitas, é suficiente estudar o sinal de certas fun¢des e que, para quantidades pequenas,
como 0 $a0 as massas dos planetas em relacdo 4 massa do Sol, o sinal das fungoes
destas quantidades serdao os mesmos que na situacdo inicial, onde estas quantidades
sdac nulas.

Na quarta parte de “Sur les courbes...”, ele voltard a mencionar o teorema de
Kronecker para estudar a distribui¢iio das singularidades nos casos de ordem superior.
Poincaré utiliza o indice de Kronecker, mostrando que o indice de uma multiplicida-
de sern contato s6 depende de sua ordem de conexao e de sua espécie {positiva ou
negativa, segundo os indices dos pontos singulares}. Como se trata de propriedades
topoldgicas, podemos esperar que os indices sejam invariantes por transformagoes
continuas e é justamente o que mostra Poincaré para alguns casos especiais.

Um outro importante procedimento empregado por Poincaré, baseado nas idéias

de Hill, consiste em, partindo de uma solugio fechada, tomar uma familia de solucdes
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obtida pela variacdo de um certo parametro®! e investigar a solubilidade do problema
quando variamos o parfmetro {método de continuagao analitica)®?. O artigo citado
de Kronecker inaugura a teoria do grau topoldgico de uma aplicacio®, e este grau
topoidgico, dado pelo indice, é 0 que assegura que a solubilidade de uma familia de
problemas é invariante por perturbacgdes continuas. Estas propriedades, ja usadas por
Poincaré, foram sistematizadas e tornaram-se conhecidas com o trabalho de L.E.J.
Brouwer(BROUWER, 1912}, a quem conhecemos pelo seu teorema topoldgico do
ponto fixo. Os teoremas de existéncia de um ponto fixo irdo constituir um outro
método para se estabelecer a existéncia de uma solugio periddica, considerando um
ponto fixo sobre uma superficie de segéo.

Os resultados relativos a existéncia de um ponto fixo tém, na verdade, uma longa
histéria, que comeca com o método das aproximagoes sucessivas de Picard, método
este citado diversas vezes em nossa tese, e passa por idéias que aparecem no contexto
do cdlculo das variagbes. Foge do escopo deste trabalho a andlise deste tipo de
problema, mas gostariamos de mencionar apenas aquele que ficou conhecido como “o
dltimo teorema geométrico de Poincaré”, que foi demonstrado por Birkhoff. Poincaré
havia conjecturado em 1912(POINCARE, 1912), pouco antes de sua morte, que:

Seja 1" uma transformacgao continua, bijetiva, que preserva area, levando uma
regiao anular do plano nela mesma, sendo esta regidgo limitada por dois circulos
concéntricos que cortam o eixo x respectivamente nos pontos a e b (a > b > Q).
Se esta transformacdo leva os pontos do circulo referente a z = @ em um sentido
positivo e 0 outro em um sentido negativo, existem ao menos dois pontos da regio
que sac mantidos fixos por T,

Na verdade, s é necessario demonstrar a existéncia de um ponto fixo, visto que o
outro segue do teorema do indice, que acabamos de mencionar. O artigo de Poincaré
era baseado em consideracoes de topologia algébrica. mas deixava a demonstragao em

aberto. Birkhoff ndo sé demonstrou o ultimo teorema de Poincaré, mas, além disso,

#1() ;4 mencionado resultado de Poincaré sobre a continuidade das solucdes em relacio a certos
parametros se insere neste contexto.

*28erd demonstrado futuramente que o que garante a passagem do argumento de ponto fixo, para
garantir a existéncia de uma soluglo, A existéncia de uma tal familia é a invaridncia do indice por
perturbagdes continuas e € esta invaridncia que ja havia side demonstrada por Poincaréd sob certas
hipéteses.

*Para todo este pardgrafo ver (BROWDER, 1081).
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propoés vérias generalizagGes®.

*Sobre os resultados de Birkhoff ver {(BIRKHOFF, 1613}, (BIRKHOFF, 1925} e (BIRKHOFF,
1931). E interessante notar que, considerando as transformacoes propostas por Poincaré, Birkhoff
encontra curvas especiais como conjuntos invariantes deste tipo de transformacio, que podem ser
ditas, hoje, fractais . Em um primeire momento ele tenta mostrar que a existéneia de tais curvas
levaria a um absurdo mas, ndo conseguindo, termina por admitir que sua existencia é possivel. Sobre

estas curvas ver {BIRKHOFF, 1932},



Capitulo 5

Primeiras conclusoes

Um momento de génese de uma idéia matemdtica assemelha-se ora a uma invengao,
ora a uma descoberta e, nesta aparente oposicao, se esconde a pergunta sobre a reali-
dade da matematica. Em que sentido a matemadtica é real? Procuramos mostrar nos
capitulos anteriores indicios de que as idéias matematicas surgem ao mesmo tempo
como instancias abertas, que dio margem a conclusdes inesperadas, e como estas mes-
mas idéias parecem revelar uma necessidade profunda, fazendo com que os resultados
parecam eternos. Do modo como falamos aqui estas nocdes parecem vagas e desdo-
bra-las é justamente o objetivo deste capitulo, conquanto nao terhamos a pretensao

de apresentar conclusoes definitivas ou gerais.

5.1 O inesperado dos resultados de Poincaré e as
ligacoes necessarias do caso integravel

Comparemos, em primeiro lugar, os primeiros resultados obtidos por Poincaré aos
casos mais conhecidos anteriormente, nos quais sabiamos escrever sem dificuldade
a integral de uma equagao diferencial. Um primeiro exemplo tem lugar quando as
solugoes de uma equagao diferencial podem ser consideradas curvas de nivel de uma
funcio real'. Neste caso, as singularidades serdo centros ou colos da equacao diferen-
cial

Ora, se lembrarmos da classificagio local das singularidades proposta logo no inicio
do artigo de Poincaré, saberemos que a singularidade de tipo centro é justamente o

caso excepeional. Partindo do caso integrdvel ac qual nos referimos; a riqueza dos

1Se a funcho é finita existe, neste caso, uma integral que ¢ uma integral primeira.

i13
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comportamentos locais {no caso mais geral de tipo né, foco ou colo) é absolutamente
inesperada, e o caso integravel corresponde a excecdo. Ja tinhamos visto, alids, pela
reacao de Fouret. um pequeno mas significativo exemplo do efeito que o resultado de
Poincaré pode ter tido sobre os pesquisadores de seu tempo.

0 segundo exemplo facilmente integrdavel é obtido quando as solugoes podem ser
vistas como linhas de declive de um campo gradiente, no qual as trajetorias partem
dos cumes e tendem para pocos e todas as singularidades da equacao diferencial
sao de tipo n6. Comparemos desta vez esta circunstdncia aos resultados globais em
duas dimensées obtidos por Poincaré, como a afinmacio da existéncia de trajetorias
fechadas ¢ a classificacdo local (toda trajetoria que nao tende para um né deve ser
uma espiral). Neste caso também o resultado de Poincaré surpreende, se comparado
ao exemplo integravel, onde nada poderia nos fazer prever a existéncia de um ciclo
limite?.

Os dois exemplos nos guais sabfamos integrar explicitamente a equacao diferencial
diferem essencialmente do que encontramos pela analise direta desta equacdo, sem o
recurso da integracao. Sendo assim, se quiséssemos imaginar o aspecto geral das so-
lugoes a partir dos casos que sabiamos integrar, seriamos fatalmente conduzidos a um
equivoco. Referindo-se aos novos resultados estabelecidos por Poincaré, Hadamard
observa que:

“Nada disto podia ser previsto a partir dos exemplos tratados anteriormente. Nao
somente estes davam uma idéia falsa das coisas; mas, pode-se ver, era inevitdavel que
assim fosse.

Nossos resultados sdo, com efeito, (...} contraditérios com a existéncia de uma
integral geral que possamos eserever com os procedimentos elementares. Conseqiien-
temente, eles ndo poderiam se encontrar nos problemas que tinhamos resolvido antes
de Poincaré. Tinha-se uma opiniao, até entio, baseada sobre figuras excepcionais,
degeneradas de certo modo, porque elas eram as Winicas que sablamos tracar” {HA-
DAMARD, 1912b).

*Antes de Poincaré, isto ji havia sido observade por Hill, de quem falaremos na segunda parte.
Ha. na verdade, um modo de colocar a equago em coordenadas polares para averiguar a presenga de
um ciclo Hmite. No entanto, como observou Hadamard(HADAMARD, 1933), isto pode ndo parecer

surpreendente a partir do momento em gue conhecemos o fato, mas ninguém havia pensado nisto
antes de Hill e Poincaré.
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Com a novidade introduzida pela abordagem qualitativa, os resultados anteriores
nao sa0 vistos sequer como casos particulares, mas como casos excepcionais do que
deve ocorrer em geral. A razao disto reside nos novos métodos introduzidos por
Poincaré, oriundos também do modo como este matemidtico se serve dos métodos
tradicionais®,

A Teorla dos Sistemas Dinamicos estuda as trajetorias em si mesmas e, quando
o sistema possul wma “integral™, o problema de que tratamos pode ser reduzido a
um problema sobre a funcao integral, permitindo-nos empregar as ferramentas da
Teoria das Funcoes. Em particular, se estamos interessados em uma analise local da
vizinhanca das singularidades, o problema pode se inserir, mais especificamente, na
Teoria das Singularidades.

Todos estes substantivos préprios, nds os usamos apenas com o intuito de mostrar
como alguns dos resultados gue vimos até aqui possuem parentescos com importantes
teoremas destas teorias. Podemos citar, por exemplo, o lema de Morse que classi-
fica o comportamento local das funcdes reais na vizinhanca de suas singularidades.
Sabemos que wna classificacio se faz com base em uma certa nocio de equivaléncia
gue é, neste exermplo, um difeomotfismo. Jd& haviamos comentado, quando falamos
do teorema de Sternberg, que sdo bastante restritivas as condigdes para que se tenha
uma lineariza¢ao local, de um sistema dindmico qualquer, por um difeomorfismo.
No entanto, para sistemas integraveis (caso hamiltoniano), a linearizago por urm di-
feomorfismo é possivel no caso geral® e este resultado é andlogo ao lema de Morse
aplicado a “integral” (hamiltoniano} do sistema.

Mas se olhamos a Teoria dos Sistemas Dinamicos do ponto de vista mais geral,
onde os sistemas integriveis sdo excepcionais, o papel que o lema de Morse possul na
Teoria das Singularidades serd exercido pelo teorema de Grobman-Hartman, posto

que este teorema nos informa sobre ¢ aspecto local no caso mais geral possivel, ou

3 As vezes as técnicas empregadas Importam menos que o emprego que delas fazemos; a aplicagao
de uma ferramenta cldssica em um dominio que a desconhece pode participar iguaimente de um
movimento criativo.

4Falamos aqui de uma integral no sentido mais usual. Como ndo o defininos, colocamos este
termo entre aspas, 1mna vez gque o que nos lmporta, neste momento, € apenas reter a idéia de que hé
uma funcio que resslve o problema.

®Isto porque a terceira hipdtese da tese de Poincaré (ndo ressonancia dos autovalores) pode ser
vista como uma condicio de integrabilidade.
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seja, nas vizinhancas das singularidades hiperbolicas. Mesmo que em vista desta
generalidade a linearizacio deva ser feita por um homeocmorfismo. Queremos dizer
que o teorema de Sternberg é matematicamente equivalente ao lema de Morse, mas
que o teorema de Grobman-Hartman. na Teoria dos Sistemas Dindmicos, exerce o
papel do lema de Morse,

Podemos pensar em separar os problemas em diferentes planos: o das fungoes—
que compreende as “integrais”; e o dos sistemas dindmicos de modo geral. Sublinha-
mos que esta separagdo nio visa a identificacio de objetos matematicos distintos, mas
a diferenciacao dos problemas que envolvem tals objetos. Sabemos, por exemplo, que
em cada um destes Ambitos a palavra solugcdo, associada a uma equagio diferencial,
possul significados distintos. Na verdade, a separacdo de tais dominios nos imnporta
muito menos que a busca das ligacdes que eles mantém.

A constitui¢do de um dominio auténomo para as solugdes de uma equagao dife-
rencial, que visa diretamente as curvas que ela define, sem procurar remeter essas
solugbes & busca de uma funcao integral, forga a procura das defini¢Oes mais adap-
tadas e o estabelecimento de novos métodos. Mas as dificuldades especificas, que
sao intrinsecas a este dominio de coisas, irdo forjar tais ferramentas e, uma vez que
0% mesmos métodos nos permitem penetrar na natureza profunda dos conjuntos de
trajetorias, verdades inesperadas e surpreendentes nos aguardam.

Procuramos dar alguns exemplos de como isto aconteceu em relacdo 4 andlise
qualitativa de Poincaré. O processo que descrevemos acima €, com efeito, o que ha
de turvo na procura de novas verdades em matematica. A seguinte citagio, de André
Weil, é especialmente intrigante quando fala do contate cotidiano do matemadtico com
o que ha de obscuro no universo de que ele trata:

“Nada é mais fecundo, todos os matematicos o sabem, que estas ohscuras analo-
gias. estes turvos reflexos de uma teoria sobre a outra, estas caricias furtivas, estas
névoas inexplicaveis; nada da tanto prazer ao pesquisador. Chega o dia em que a
ilusao se dissipa : o pressentimento se torna certeza.

()

Felizimmente para os pesquisadores. & medida em que as névoas se dissipam sobre

um ponto, ¢ para se reformarem sobre um outro” {WEIL, n.d.).
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Mas se falamos da novidade absoluta e surpreendente de certos resultados que
indicam uma abertura infinita para conclusdes que o matematico nao pode prever,
nio podemos deixar de perceber, uma vez encontrados os resultados, que as verdades
matematicas parecem se encadear de modo necessdrio. Este traco de necessidade
iremos reencontrar, por exemplo, na ligacdo que mantém os dominios que separamos
acima- o das funcoes integrais e ¢ dos sistemas dindmicos. (O que parece estar por
tras das rigidas condicoes exigidas pelo teorema de Sternberg é o fato de que, de
um certe modo, elas nos remetem aos sistemas integraveis. A exigéncia de uma
linearizacio diferencidvel parece pertencer ao ambito da Teoria das Funcoes enquanto,
as noctes de equivaléncia topoldgicas se adequam melhor aos Sistemas Dindmicos.
Esta conclusdo parece, ao mesmo tempo, obvia e discutivel. Vimos, no processo
histérico, que a introducao da topologia nao se deu de caso pensado, mas ela nos
parece bastante natural. Por outro lado, conhecemos hoje os limites da aplicacdo dos

metodos topologicos no estudo dos sistemas dinamicos.

5.2 Esquernas de estrutura e esquemas de génese

Nesta secao, iremos nos inspirar essencialmente na filosofia da matematica de Albert
Lautman, em particular na tese Essar sur les notions de structure el d’existence en
mathématiques{ LAUTMAN 1938). Este trabalho desenvolve, de modo bastante pro-
fundo, a filosofia intrinseca a certas teorias matemaiticas de seu tempo, identificando
onde se apresentam relacdes de estrutura entre seres matematicos distintos e como
as propriedades de um certo dominio se relacionam & génese de um ser matemaitico
sohre este dominio.

Para pensar, por exemplo, as implicagces entre o local e o global, Lautman analisa
o teorema de Herman Weyl, que afirma que um grupo linear compacto de coeficientes
reais deve deixar invariante uma forma quadrética definida positiva. Sua importancia
para o autor se deve ao fato de que este resultado estabelece uma ponte entre a possi-
bilidade de uma métrica local, que define um espaco riemanniano, e uma propriedade
global do grupo. A compacidade é uma propriedade global da variedade definida pelo

grupo e revela, segundo Lantman, uma caracteristica de “conclusao™®(“achévement”).

8Poderiamos dizer também “remate”.
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Este filosofo postula, entao, que a solidariedade entre o local e o global ird depender,
em geral, de uma caracteristica de “conclusiao”. também encontrada em outros exem-
plos. Podemos dizer, para o teorema citado, que esta propriedade vive em um certo
dominio e organiza de modo particular a estrutura local de wm outro dominio.

Alguns trabalhos de Elie Cartan sobre o teorema de Weyl visam estendé-los aos
grupos de Klein a fim de revelar a profunda ligacio cxistente entre a geometria de
Klein e a geometria de Riemann. Tivemos a oportunidade de observar a influéncia
que as pesquisas de Cartan sobre os grupos continuos exerceram sobre Sternberg,
mas as aproximacoes que podemos fazer entre o que dissemos no pardgrafo acima e os
teoremas de linearizacio nao param por al. Neste tipo de resultado local, a possibi-
lidade de aproximacao por um sistema linear depende de propriedades do grupo das
transformacoes que serdo empregadas como mudanca de coordenadas. Obviamente,
ndao hd uma analogia direta entre os casos do teorema de Weyvl e 0s teoremas de linea-
rizagdo local. Os grupos de que tratamos nos problemas de linearizacio nao precisam
gozar de uma propriedade tao forte quanto a compacidade.

Observamos o quanto a possibilidade de resolucio do problema por um difeomor-
fismo ou homeomorfismo local estd ligada & estratura do grupo formado por estas
transformacdes. No caso dos homeomorfismos locais contrativos em dimensdo n, ja
mencionamos que eles serao todos equivaientes entre si {(a menos de um homeomor-
fismo) se uma certa condicao sobre os homeomorfismos da esfera de dimensao n — 1
for satisteita. Esta condicao é que ¢ grupo de homeomorfismos da esfera seja conexo
por arcos. O problema da linearizacao local de contracdes, se nao exigimos nenhuma
condi¢do de diferenciabilidade, possut natareza distinta do problema diferencidvel, e
as suas condicdes de resolucic dependem de uma propriedade de conectividade do
grupo associado. Nao podermos mais dizer, portanto, que se trata de wma proprieda-
de de “conclusao”, como era o caso da compacidade que, no exemplo analisado por
Lautman, faz-se necessdria em todo problema de passagem do local ao global. Duas
conclusoes podem ser tiradas: a primeira, é que se trata de um problema realmente lo-
cal e a segunda, que a propriedade de conectividade indica a presenca de uma questio
relativa i aprozimnacdo. Mas mais do que isto, sabemos que a diferenciabilidade impoe

uma estrutura.
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A diferenca fundamental entre os grupos com que lidamos em nossos problemas de
linearizacao ¢ os do exemplo de Lautman é que os nossos possuem dimensao infinita.
Para as contracoes, no caso diferencidvel, vimos que a possibilidade de linearizacao
local estd associada & propriedade, do grupo das contracoes, de que os germes formem
um sub-grupo finito algébrico”. Comentamos, no pardgrafo anterior, qual o efeito
de eliminarmos a hipdtese de diferenciabilidade e, no préximo, observaremos o que
acontecera se desprezarmos a hipotese de que se tratam de contracoes, caso ue, Como
jA sabemos, ira desembocar no teorema de Grobman-Hartman,

Haveria muitas outras coisas a serem ditas sobre o problema das linearizagbes
por transformacoes diferencidveis, mas nosso interesse principal é chegar até as li-
nearizacoes topologicas. Neste caso, onde temos o teorema de Grobman-Hartman,
& possibilidade de linearizacio é dada pela hiperbolicidade. KEsta parece ser, em
principio, apenas umna condicao sobre os autovalores do campo que define o sisterna
dindmico. Condicdo & qual sabemos estar relacionada a possibilidade de decompo-
sicao da dindmica. Queremos investigar, no entanto, como fizemos com os exemplos
anteriores, qual a sua contrapartida na estrutura dos espacos de transformages que
empregamos para linearizar. Os espagos de homeomorfismos, além de dimensio in-
finita, possuem muito menos rigidez em sua estrutura que os citados acima e nds
postulamos que, na verdade, aqui parece estar em jogo wma questdo que nao é rela-
tiva a estrutura, o, pelo menos, nao do mesmo modo que nos outros exemplos.

Nos esquemnas de estrufura, Lantman procura explicitar a “solidariedade quase
organica” que existe entre diferentes seres matematicos que, quanto a dualidade apa-
rente entre o local e o global, leva as partes a se organizarem em wmn todo e o todo
a se refletir sobre as partes. Uma das motivacdes deste fildsofo estd relacionada as
concepcoes estrutural e dinamica da matematica, que parecern, em principio, opostas.
Ele buscara aliar estas duas visdes, mostrando as relacdes profundas entre a fixidez
das estruturas tomadas independentemente, e a poténcia infinita das ligacdes entre
teoremas e teorias distintas, onde reside a possibilidade de expansio da matemadtica
para além de todo e qualquer limite determinado a priori

Se os esquemas de estrutura ja servem a este proposito, estas ligacoes ficardo

"0 que traz a rigidez de estrutura de que necessitamos para linearizar com uma nocdo mais fina,
diferencidavel, como citamos no segundo capitulo.
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ainda mais claras nos esquemas de génese. A segunda parte da tese de Lautman é
dedicada a nogio de existéncia em matemitica. Trata-se de saber como a estrutura
de wm ser matematico pode ser interpretada em termos de existéncia para outros
seres e como alguns, dentre estes ultimos, se distinguem por certas caracteristicas
excepcionals. Um importante esquema de geénese, analisado por Lautman, aparece
na teoria das funcoes algébricas de Riemann onde a existéncia de integrais para estas
funcoes depende da topologia da superficie onde elas estao definidas. Dependendo
apenas do genus da superficie, podemos obter resultados de existéncia.

Mas. dos exemplos estudados por Lautman, o dltimo teorema de Poincaré ird
nos interessar particularmente. Este resultado, que mencionamos no quarto capitulo,
exprime também um esquema de génese quando afirma que a existéncia de wn ser
especial depende da estrutura do dominio onde este ser se insere, mas também, e
principalmente, de propriedades de outros seres aos quais ele ird se associar. Falamos
da existéneta de um ponto fixo, que ¢ em principio um ponto do dominio como outro
ponto qualquer, mas que sera também o ponto especial que € mantido fixo por uma
certa transformacaoc. Nas condicdes do altimo teorema de Poincaré, é preciso que
esta transforracao conserve um invariante integral do dominio (4rea), para garantir
a existéncia do ponto fixo. A existéncia de um ser especial (ponto fixo) depende assim
da estrutura do dominio e das propriedades da transformacio.

As propriedades de mdximo e de minimo também nos permitem distinguir um
elemento do dominio e, na verdade, os teoremas sobre a existéncia do ponto fixo se
ligam a este problema. J& mencionamos que a procura de trajetérias fechadas {por
exemplo como solucdes particulares do problema dos trés corpos) se associa a um
problema de maximo e de minimo no cdlculo das variacées. Temos plena consciéncia,
desde as secoes de Poincaré, de que a existéncia do pento fixo de uma transformacio
pode ser interpretada imediatamente como existéncia de uma trajetoria fechada {so-
lugao periodica do sistemaj. O teorema topoldgico de Brouwer, cuja demonstracio se
associa as propriedades utilizadas por Poincaré na busca de solugdes periddicas, vem
resumir a um s6 os diferentes casos citados anteriormente, ao afirmar a existéncia de
um ponto fixo para qualquer transformacio contrativa definida em espacgos bastante

gerais.
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Feitas estas observacoes, podemos retornar ao teorema de Grobman-Hartman para
observar que nele estaoc em jogo varios dos esquemas por nds mencionados. Mas
gostariamos sobretudo de dizer que nele nao estdo presentes apenas esquemas de
estrutura, mas esquemas de génese. O modo de contornar a pouca estrutura de
um espaco de homeomorfismos ¢ decompd-lo o méximo possivel e procurar seres
especiais, que serac pontos fixos em um espago funcional. O papel da condicao de
hiperbolicidade vai se inserir justamente na possibilidade desta decomposicao.

Ja comentamos que a demonstracio apresentada por Hartman faz uso das varie-
dades invariantes. A hiperbolicidade permite a decomposiciao da dindmica em uma
componente expansiva e uma componente contrativa. Podemos, entdo, usar o teorema
sobre a existéncia do ponto fixo para contragdes sobre ambas as variedades (no caso da
componente expansiva consideramos a inversa da transformacio para obtermos uma
contragao). Teoremas de ponto fixo, que indicam esquemas de genese, participam
para garantir a existéncia de uma linearizacfo loecal, mesmo nas demonstracoes atuais
do teorema de Grobman-Hartman, que nao fazen uso da existéncia das variedades

invariantes.

5.3 A realidade matematica

Falamos diversas vezes em realidode matemdtice e nesta segao confessaremos as mo-
tivacoes profundas que nos levam a postular uma realidade para a matematica que
¢ independente do mundo sensivel. Quando nao se tem um contato intimo com o
fazer matemdtico, pensa-se que as idéias desta disciplina sdo inspiradas pelas apli-
cacoes as quais ela estaria destinada. Questiona-se, frequentemente, a relacao entre
a matematica e a realidade, pergunta que concebe a palavra “realidade” implicita-
mente associada ao mundo sensivel. Nao é raro, em uma situacao pedagdgica, sermos
questionados sobre a utilidade da matemadtica ou langarmos mao de um caso “con-
creto” onde uma certa idéia possa ser compreendida. Sem visarmos a importéncia
pedagogica de tal procedimento. pensamos que tal reducao é um empebrecimento ao
mesmo tempo que um desconhecimento profundo do que é a matematica e de como
surgern, ou se encadeiam, as idéias que a compoem.

Nio podemos desprezar a influéncia das aplicacoes clentificas, principalmente da
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fisica, na construcao da matematica. Temos muitos exemplos histéricos de desenvol-
vimentos matemiticos que se inspiraram em problemas fisicos ou astrondmicos, como
irermos observar na segunda parte. Ndo é, no entanto, no ambito da cultura, ou da
histéria, que nos posicionamos quando afirmamos que a matematica é uma disciplina
auténoma, cuja realidade, que nao se identifica com seus efeitos, ¢ absolutamente
independente da realidade do mundo fisico®.

A rigor, quando evoecadas as aplicacoes, podemos dizer que a matematica ndo serve
para nada, sempre que o verbo servir for empregado para designar a intencionalidade
de uma teoria matemdtica na direcdo das aplicacoes. Esta afirmacdo ndo quer dizer
que ela nao possa ser aplicada, mas que seus resultados nao se destinam, em principio,
as aplicacoes. Mals que isto, ¢ justamente o fato de gue a matemadtica é independente
do mundo sensivel que fornece as condictes de possibilidade para que ela possa ser
aplicada na compreensio deste mundo.

Defendemos que a realidade da matemdiice ndao precisa ser decalcada sobre a re-
alidade da natureza, bem como a realidade da natureza ndo se deiza decalcar sobre a
realidade matemdtica. Dito isto, podemos deixar as oposigdes de lado para investigar,

de modo mais afirmativo, que tracos nos permitem falar de realidade da matemdtica.

5.3.1 A resisténcia da realidade matematica ou O pensamen-
to de Jean Cavaillés

“Pensa-se fregiientemente que os problemas colocados aos matemditicos sé podem
vir das aplicacoes. E verdade que certas aplicacoes foram a ocasiao de descobertas
importantes e da producao de novos conceitos. (...} Mas as matemdticas tém também
sua dinamica autdbnoma: elas produzem problemas freqiientemente muito dificeis e
profundos pelo seu desenvolvimento interno {...).

Alguns créem também que as matemadticas nao tém sentido em si mesmas, que
elas seriam uma linguagem vazia que sé adquire um sentido nas aplicacoes. Esta
idéia é ligada & crenca de que as matemaiticas ndo tém objeto, uma vez que elas

nao tratam do mundo sensivel. Pode-se defender. ao contrario, que as matemdticas

8Alids, sequer a propria fisica se limita i realidade sensivel, uma vez que é uma atividade de
pensamento. Michel Paty analisou o cardter problemitico e realista da criagio em qualguer dominic
cientifico, em particular, na fisica: o conhecimento cleniifico nio se esgota no seu conteddo nem nos
seus efeitos. Ver (PATY. 1998h) ¢ {PATY, 1669).
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tem os objetos mais reais possiveis, como, por exemplo, os nimeros. Estes objetos,
mesmo que produzidos na idéia, sao reats, no sentido de que eles resistermn: nao se faz
deles o que se quer e eles encerram muitas propriedades escondidas. Além disso, os
enunciados que exprimem suas propriedades tém uma estabilidade que nao é atingida
em nenhuma outra disciplina”™®.

Esta citacdo encontra-se no diciondrio de ciéncias Le Trésor des Sciences (SER-
RES & FAROUKI, 1997) no verbete “mathématiques”, cuja definicio fol escrita por
Christian Houzel. Vemos nela explicitados virios pontos nos quais tocamos anterior-
mente e, do que ela traz de novo, interessa-nos em particular esta no¢ido de resisiéncia.
Os objetos matematicos silo reais porque resistem. Quando desejamos dizer qualquer
coisa sobre eles devemos nos aproximar de sua natureza, sendo exatamente esta a
razao da sensacao de que a aproximacio destes objetos parcee mats uma descoberta
que uma invengao. Mas por outro lado, é inegavel, como procuramos mostrar nos
capitulos anteriores, que o processo de descoberta de uma nova verdade matemdtica
& um movimento criativo. Daf a impressao ambigua de que inventamos e descobrimos
a0 Mesmo Lempo.

Ao contrario do que possa parecer, nao hd contradicao alguma no que acabamos
de dizer. J& observamos, a partir de alguns exemplos, que o ponto de vista da desco-
berta é produto da constatacdo da necessidade das verdades matemdticas enquanto
que a invencao ¢ possibilitada pela abertura infinita da matéria matemadtica, onde
o pesquisador penetra para trazer novas verdades. A criacdo e a necessidade sdo os
ingredientes fundamentais na génese de uma idéia matematica.

Percorrer as inflexdes do pensamento matematico para desvelar a necessidade es-
condida de suas idéias fol o objetivo da obra de Jean Cavailiés. Este grande fildsofo e
matematico franceés se insere, juntamente com Albert Lautman, em um momento par-
ticularmente brithante da filosofia da matematica gue teve lugar, privilegiadamente

na Franca, antes da Segunda Guerra Mundial!®.

“Grifo nosso.

'®Cavaillés era professor na Sorbonne quando da ocupacio alema que deu origem & Resisténcia
francesa. Neste momento, apesar de bastante jovem, ele ja era considerado “um dos poucos fildsofos
no mundo capazes de ter acesso as mais altas especulacdes do espirito”, como afirma Raymond
Aron no prefacio da publicacdo postuma de algumas de suas obras(CAVAILLES, 1962). Apesar das
pressGes para que ndo se arriscasse, Cavailles se engajou de corpo e alma ao lado da Resisténcia
e acabou por ser assassinado. Durante este mesmo perfodo, foi entregue aos nazistas seu amigo
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“As sinuosidades do processo de revelacdo estariam em relacio com a estrutura
das partes reveladas. Dito de outro modo, hd uma objetividade, fundada matemati-
camente, do devir matematico; é a exigéncia de umn problema que obriga a desprover
um método de acidentes que nenhuma reflexdo percebia como intteis, é o vigor in-
terno de um método que ultrapassa seu campo primitivo de aplicagio e coloca novos
problemas” (CAVAILLES, 1962, p.28).

As palavras de Cavailles nos ddo uma idéia do inesperado e da necessidade como
faces de um mesmo processo. Mais ainda: a poténcia de um método se mede pela sua
possibilidade de ultrapassar o ambito de solucio para o qual ele fol eriado, para colocar
novos problemas. De tudo que escrevemos até este capitulo hd um pano de fundo que
consiste na observacio de que os métodos qualitativos para a resolucdo de equagoes
diferenciais ndo oferecern wma resposta para um antigo problema, ou nem mesmo uma
nova resposta para ele, na realidade, eles mudam a pergunta. Os métodos que foram
criados, a principio, para responder questoes pontuais sobre o comportamento das
solucoes de cortas equacdes diferenciais evoluiram, encadeando-se de forma auténoma
para constituir uma teorial'. Por este motive, podemos hoje falar, separadamente,
de dois campos da matemdtica: Equacoes Diferenciais e Sistemas Dinamicos.

Da realidade matemaética participam os fatos, os objetos, os enunciados, as teori-
as e as idélas matematicas'®. Qs fatos e os objetos matemdticos oferecem resisténcia
aos movimentos de tematizacio que virdo engendrar uma teoria. Ja vimos exem-
plos de certos fatos ou objetos que aparecem inicialmente como excepcionals e aca-
bam revelam-se posteriormente um conceito unificador para uma determinada teoria.

Im exemplo disto sao os conjuntos gue aparecem no estudo dos homeomorfismos

Albert Lautman, com guem, além da visdo sobre a matematica, tinha muitas afinidades politicas.
As razdes evocadas para que ndo se participe em um movimento de resisténcia como este incluem,
invariavelmente, a discussdo da eficdcia desta luta e a importincia da participagio de alguém que
tanto teria ainda a contribuir se permanccesse vivo, A tais argumentos, Cavailles respondia apenas
que nao podia agir de cutro modo: nio fazia isto por escotha, mas por necessidade. Ele insistia. como
nos conta Raymend Aron, sobre a posigao élica de gue era esta mesma necessidade que comandava
0s imperativos praticos e as proposigoes cientificas. Com um pensamento gue nao é independente de
suas proposicdes sobre o estatuto das idélas matemdticas, Cavaillées nos ensina que a atitude politica
ultrapassa o dever de engajamente motivado pelo valor moral dos fins, mas é um modo necessario,
que afirma wma maneira de se estar no mundo...mesmo apds a morte.

HMesmo as motivagdes iniciais de Poincaré-— as informacdes que os novos métodos poderiam
trazer para o emprego dos tradicionals ou as suas aplicagdes & mecénica celeste— nio dio conta da
independéncia dos problemas viriam a se colocar.

“Fsta enumeracio é inspirada em Lautman, principalmente no gue concerne is idélas que, como
falaremos mais tarde, ultrapassam os resultados matematicos.
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do circulo!®, dos quais Poincaré percebe a necessidade de investigar a possibilida-
de de serem conjuntos perfeitos e descontinuos, como o0s conjuntos que virdao a ser
redescobertos por Cantor em outro contexto. Conjuntos com propriedades semelhan-
tes ultrapassam este contexto, mostrando-se bastante gerais na Teoria dos Sistemas
Dinamicos.

Sobre fatos ¢ objetos que parecem, & primeira vista, excepcionais, Poincaré afir-
mava (1i1€1

“Ura palavra bem escolhida basta freqlientemente para fazer desaparecer as ex-
cecdes que comportavam as regras enunciadas na antiga linguagem; ¢ por isso que
imaginamos as quantidades negativas, as quantidades imagindrias, os pontos no in-
finito, o que sei ainda? E as excegdes, ndo esquegamos, sao perniciosas, porque elas
escondem as leis” (POINCARE, 1908a).

Mas ha também o movimento inverso, Saberes constituidos que se tornam excep-
cionais dentro de um outro campo, expandido. Foi o caso dos exemplos integrdvels
comentados no inicio deste capitulo, onde vemos que ndo se deve de modo algum a
verdade ou a falsidade dos antigos resultados o fato deles se tornarem casos parti-
culares em uma nova teoria. E um indice fundamental da realidade matemdtica a
ligacdo profunda que mantém resultados e teorias distintas. Esta rede possuil uma
consisténcia propria, que nao pode ser dada nem pelo dominio empirico, nem pela
consciéncia do matematico. Os esquemas de estrutura e de génese que se deflagram
ueste enredamento de resultados e teorias, como exemplificamos na secao anterior,
trazem a tona as ligacoes intrinsecas que atesiam a realidade das idéias com que
lidamos quando fazemos matemaética.

A clareza estrutural destas ligagoes sd pode ser enxergada apods ter sido estabele-
cida. No momento da invencéo, sao turvos os reflexos que nos guiam para resultados,
muitas vezes, imprevisiveis. Isto impede toda tentativa de unificacio estrutural da
matemdtica por analogia ou justaposicao, onde as antigas teorias seriam apenas ca-
sos particulares das novas. A matemadtica ndo se esgota tampouco em uma extensiao
unificadora e progressiva de teorias. Evidente que a analogia exerce um papel impor-

tante, mas ele se dd apenas na intuigdo primitiva ou na andlise exterior dos resultados.

1¥No estudo do toro que analisamos no terceiro capitulo.
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Falamos, no primeiro capitulo, do novo estatuto da nocio de funcao, que perpassa
desde a analise qualitativa das equacoes diferenciais até o cdaleulo funcional; fungoes
que virao ocupar o lugar dos mimeros como objetos privilegiados da matemdtica.
Mas a simples analogia nido seria suficiente para justificar a substituicao hierarquica
dos mimeros pelas funcées, substituigao esta que possibilitard a eveolugao da nogao
de funcao, como operagdes sobre nimeros para a necessidade de se operar sobre as
fungoes elas mesmas, procedimento que poderia se repetir ao infinito**. Se podemos
operar sobre certos objetos matematicos e estas operagoes tornaram-se objetos, como
as funcoes, ha af um desenvolvimento que ndo é previsivel, Se existe uma dualidade
subjacente a separacac entre objetos e operacoes, a sua sintese se da por um esfor¢o
criativo do pensamento matematico.

[mportante notar que quando dizemos “pensamento matematico” estamos nos re-
ferindo aquilo que a matematica “pensa” por si mesma quando engendra seus objetos
e encontra suas lgacdes, o que difere radicalmente de uma reflexdo “sobre” a ma-
tematica, que s6 pode ter Ingar e posteriori e referir-se & matematica ja feita. No
momento da génese de wma idéia matematica, a relacio estrutural necessaria nao
estava pronta em algum outro lugar: a necessidade se funda no momento da génese.
Isto introduz uma distincia entre o que chamamos realidade matemaética e o modo
como a filosofia platénica a concebe. O leitor jd deve ter se perguntado, a esta altura,
s¢ nao concebemos uma realidade ideal. Neste momento, ndo iremos aprofundar esta
discussdao, que, no entanto, ird reaparecer na conclusio; mas gostarfamos de salientar
aqul que é justamente a matemdtica concebida como pensamento que nos afasta da
idealidade platénica.

Um pensamento que se move, ndo tendo a fixidez das idéias, e que, por outro lado,
nao se esgota no sensivel. Este movimento ird constituir o que Cavailles chama de
“rampos termnaticos”, que nao se situam fora do mundo, mas sdo transformacdes deste
mundo. Cavaillés sustenta que a tematizacio matematica nao exclui o sensivel mas,
ao contrario, torna-o apreensivel pela possibilidade de agirmos sobre ele. Esta acio

¢ o gesto'®. Se queremos compreender como se engendram os fatos matematicos, os

“Hadamard ja observava a insuficiéncia da analogia. neste contexto, em seu artigo sobre o Caleulo
Funcional(HADAMARD, 1912a).

PFalamos no quarto capitulo de gesto na obra de Gilles Chatelet, nocio que é explicita e profun-
damente inspirada em Cavailles,
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objetos. os enunciados sobre estes objetos e sua ligaciao particular com outros objetos
e outros fatos, Cavailles nos ensina que “compreender é perceber deles o gesto e poder
continuar”. Pois em seguida os objetos abstratos obtidos por gestos serdo passiveis
de outros gestos, ndo de um modo qualquer, mas de acordo com a intuicio central de
certas ligagoes singulares. Tal ¢ o sentido de uma tematizacao para Cavailles.

Tivemos um exemplo de tematizacio quando falamos da linearizacdo. A nogao
de equivaléncia que usamos é uma conjugacao entre duas transformacdes, portanto,
uma operagao que é, neste caso, de mudanca de coordenadas. Se cada sistema ¢
definido, por exemplo, por uma transformacio de pontos, a mudanca de coordenadas
¢ uma transformagio de transformacoes. Tomamos assim este objeto {transformacio
de mudanca de coordenadas} e agimos sobre ele delineando uma estrutura no con-
junto das transformacoes. De fato, vimos como a possibilidade de linearizagdo por
transformacoes de um certo tipo depende da estrutura de grupo do conjunto destas
transformacoes tomado em s mesmos, sem necessidade de referéncia aos sistemas es-
pecificos onde iremos aplicar as transformac@es que o compdem. Quando falamos dos
esquemas de estrutura, observamos que Lautman menciona a topologia do conjunto
das transformacoes para garantir a passagem de um problema local a um proble-
ma global e notamos, em particular, a necessidade da compacidade no teorema de
Herman Weyl, Cavaillés citard justamente a topologia das transformacoes, a partir
cdesta andlise feita por Lautman, como exemplo de tematizacio.

Um outro momento em que Lautman se aproxima do ponto de vista de Cavailles
pode ser encontrado em um dos esquemas de génese que citamos, a saber o trabalho
de Riemann sobre as fungdes algébricas. Vimos que a decomposicido da superficie,
constrita pelo género, dd origem aos seres que serdo definidos sobre esta superficie.
Lautman precisa que a génese em questdo € “o ato pelo qual conferimos & estrutura
uma dupla interpretagao”, no caso, o género gue € interpretado, ao mesmo tempo,
como possibilidade de decomposicio da superficie e como condicao da definicio de
fungoes sobre esta superficie,

Pertencendo a um esquema de génese, este ato é um gesto.

O mesmo acontece com 0 método das seches de Poincaré, ainda que de maneira
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um pouco diferente. Que um ponto fixo sobre a superficie de secio seja imediata-
mente interpretdvel em termos da existéncia de uma solucao periddica da equagao
diferencial-— selugdo que tem um papel centralizador na descrigao das trajetdrias
vizinhas— é consequéncia de um gesto fundamental: as secées de Poincaré. Mas a
multipla interpretabilidade de um ponto fixo ndo é a tinica circunstancia que faz das
secoes de Poincaré wm gesto. Vimos que ele {erd como conseqiiéncia a individuagao
de propriedades de invariancia fundamentais no desenvolvimento futuro da teoria: as
ariedades invariantes. Os intimeros desdobramentos deste método de secdes, como
a definicio de um sistema dinamico discreto, s6 vém confirmar a inesgotabilidade
do gesto. Além disso, o gesto que operou uma mudanca no papel das solugbes pe-
riddicas, nos permite entrever comportamentos inesperados sobre a se¢io, indicados
pela presenca de um ponto homoclinico.

Quando falamos de um “ato” este ndo pode ser um ato qualquer. A pgénese nio
pode jamats proceder de um ato indiferenciado e sim de uin gesto singular que, mesmo
se posicionando do lado da intuicio, gera toda tematizagio futura que ird constituir
uma teoria'®. Tomando de empréstimo a definicdo de Gilles Chatelet, a diferenca
entre um ofo e wn gesto é que o primeiro se esgota na sua efetuagdo enquanto o

segundo é passivel de infinitos desdobramentos, que podem ser imprevistos.

5.3.2 A insisténcia dos problemas ou A filosofia de Albert
Lautman

“Muitas vezes ja acreditamos ter resolvido todos os problemas, ou, pelo menos, ter
feito o inventéario daqueles que comportam uma solucido. Depois o sentido da palavra
solugao alargou-se, os problemas insoliiveis tornaram-se 0s mais interessantes de todos
e outros problemas se colocaram, os quais nao tinhamos Suspeitado”(POI:\@ARE,
1908a).

A Teoria dos Sistemas Din&micos é produto de uma nova concepcao da palavra
solucao, quando esta vemn associada a uma equacao diferencial. O proprio Poincaré
ja havia previsto, em cutros campos da matemadtica. que a possibilidade de uma nova
teoria baseia-se na independéncia dos métodos e na abertura da matematica para a

coneepgao de novas qualidades de solugao.

M Pademos dizer que a teoria é o que, no ato inicial, estd em fase de gestacio.
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Mas se falamos de solucao, falamos implicitamente de problema e nos de-
brucaremos um instante sobre esta nogdo. Utilizamos freqiientemente a palavra “pro-
blema” em epistemologia para considerar certos aspectos de uma teoria cientifica,
sejam aspectos intrinsecos ou relativos as suas consegiiéncias na natureza ou na filo-
sofia. Mas nao é exatamente neste sentido que a empregaremos agui. O que realmente
buscaremos investigar, associa-se & no¢ao de problema como elemento genético, fun-
dador das teorias matematicas.

Em seu prefacio & edicio das obras de Riemann, ao especular sobre qual seria um
guia seguro da matemadtica que, em principio, pode parecer arbitraria, Félix Klein
recorre aos problemas:

“A matemadtica pura progride a medida em que os problemas conhecidos sao apro-
fundados em detalhe segundo novos métodos. A medida em que compreendemos
melhor os problemas antigos, os noves se apresentam por si mesmos” (KLEIN, n.d.,
p.21).

H4 um movimento de problemas e soluctes que mudam incessantemente de natu-
reza e nosso objetivo sera o de sustentar que o unico motor essencial da matematica
sd30 os problemas que ela vem ao mesmo tempo colocar e resolver.

Para dar uma idéia histérica da nogao de problema, mencionaremos brevemen-
te o Comentdrio sobre o primeiro livro de Euclides, de Proclus(PROCLUS, 1970).
Nesta obra, os problemas e teoremas colocados por Euclides sao analisados e o autor
distingue os primeiros por seu carater temporal, Enquanto os teoremas exprimern
as propriedades eternas dos seres matematicos (e soma dos angulos internos de um
triangulo qualquer é igual a dois angulos retos}, os problemas indicam um ignorancia
provisoria {como inscrever um tridgngulo retingulo em uma circunferéncie dada?). E
exatamente por suas propriedades temporais que os problemas devem ser posiciona-
dos em uma por¢ao inferior a que cabe aos teoremas no diagrama da linha de Platao,
que comentamos no segundo capitulo (ambos sendo localizados na parte que cabe aos
objetos matematicos: entre o sensivel e a parte superior do inteligivel).

Segundo Emile Bréhier., em um texto sohre a nocio de problema em filosofia
(BREHIER, 1955a), sera apenas com Aristoteles que a palavra problema ira adquirir

uma conotacao filosdfica, essencialmente dialética, que se expressa pela alternativa
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entre uma certa assercao e seu contrario. Brehier termina por resumir os problemas,
no seio de um pensamento filoséfico, como um momento do conjunto que obtemos
tomando sua colocacdo e sua solucio. E este ultimo aspecto que ird nos interessar
em especial: a inseparabilidade entre a colocacao e a solucao de um problema.
Iremos afirmar ao mesmo tempo a diferenca de natureza entre a instincia proble-
ma ¢ a instancia solugio e as suas relagdes intrinsecas. Lautman fard da nocao de
problema um leitmotiv de sua filosofia da matematica e podemos resumir como segue

o estatuto do proeblema:
Diferenca de natureza entre o ambito dos problemas e o ambito das solucoes;
Imanéncia do problema nas solucoes que engendra;
Trascendéncia do problema em relagdo as suas solugtes!.

Para falar destas propriedades, Lautman cita justamente o artigo “Sur les courbes
définies par une égquation différentielle”. Mals especificamente o resultado de Poincaré
sobre a reparticao das singularidades, de que falamos no terceiro capitulo. Afirmava-
mos, entao, que hd uma diferenca de natureza entre o ambito da equacdo diferencial
(posicdo do problema) e o das suas solucdes(solugoes do problema). Isto motiva a
assercao de que o problema possui um interesse em st e nao se classifica apenas como
um estdgio transitorio da ignorincia de suas solugoes.

Mas as singularidades, de fato solucdes especiais da equagdo, funcionam como
centros organizadores para a descricao do conjunto de solugdes e Poincaré demonstra
que a existéncia e repaticao destas singularidades depende da caracteristica de BEuler
da superficie onde o campo de vetores esta definido, sendo, portanto, um invariante
topoldgico da superficie. Se associamos esta propriedade a um dos dois ambitos
postulados por Lautman, ela se insere no dominio de definicdo da equacio diferencial,
ou seja, no ambito do problema. E claro que a natureza das solugdes depende da
equagao, mas falamos aqui de algo mais: a reparticio de certas solugdes especiais
estd aprioristicamente determinada ao escolhermos a superficie na qual iremos definir
a equagao diferencial. Temos um principio de solucio dado na definicdo do problema

que é anterior a determinacfio efetiva das solugdes.

TPodemos ter, por exemplo, um problema com vérias solugdes distintas.



131

Na realidade, a nocio de problema, para Lautman, ultrapassa o problema pura-
mente matematico. O problema é um elemento extra-matematico que se constitui
como o inico a priori da matemdtica. Aos que defendem a supremacia da ldgica,
Lautman respoude que “a logica verdadeira nao é a prior: em relagdo a matematica,
mas ¢ necessdrio a légica uma matematica para existir” (LAUTMAN, 1977, p.48).

Isto porque ¢ problema participa de uma dialética ideal, que é superior a ma-
tematica. Nao se trata, porém, de um dominio que tenha com a matematica uma
relacdo exterior, o que vem a ser garantido por uma propriedade ainda mais impor-
tante desta dialética: a impossibilidade de ser pensada fora do problema, ou da teoria
matemdtica, que ela engendra.

Uma equacdo diferencial seria, mais precisamente, a expressio de um problema
em um campo simbélico. Quando o problema dialético se efetua em uma teoria, ele é
inseparavel de suas condicdes, aquelas que fazem com que o problema seja bem posto
e que constituem a condicdo de possibilidade das solugdes.

Voltaremos a falar da nogao de problema na conclusdo, aproximando-a da filosofia
de Leibniz. Resumimos, por enquanto. ¢ que dissemos acima, afirmando que ha trés

niveis, que se dobram cada um sobre o que the vem a seguir:

O problema dialético, que é de natureza distinta do problema matemadtico, mas
que é impossivel de ser pensado fora do problema matematico que ele engendra—
transcendéncia do problema como categorie ideal, que €, ao mesmo ternpo, imanente
a uma teoria matemdtica efetiva.

O problema matemdtico, que reine o problema dialético e suas condigoes, sendo
expresso em um campo simbélico que traz em si um principio de solucdo— franscen-
déncia do problema face & sua solugdo, por sua participagdo no problema dialético, ¢
imanéncia nesta solugdo, por conter em sua formulacdo um principio de solucdo'®.

A solugdo propriamente dita.

E neste sentido que podemos dizer que “um problema bem posto € um problema resolvide”.



Parte 11

UM PROBLEMA FISICO
MATEMATICO: A
ESTABILIDADE

132



Capitulo 6

Estabilidade: Condicao de
possibilidade da matematizacao do
sistema do mundo

Desde a obra fundadora de Isaac Newton, o problema da estabilidade tem sido uma
preccupacado fundamental na descriciio dos fenémenos evolutives da natureza. Co-
mecarenios por comentar brevemente o aparecimento deste problema nos FPrincipio
de Newton, limitando-nos & discussio sobre a estabilidade do sistema do mundo, para
falar em seguida das matematizacoes dos problemas da mecéanica celeste propostas

durante o século XVILL

6.1 Ontologia e matematizacao da lei de atracgao
universal

6.1.1 O apelo & intervencao divina para garantir a estabili-
dade do sistema do mundo

“De mais a mais, denomino as atracées e os impulsos, ne mesmo sentido, aceleradores
e motrizes. Uso, porém, indiferente e promiscuamente as palavras afragdo, impulso
ou propensdo de qualquer espécie em direcdo ac centro, considerando essas forcas
nao hsicamente. mas sé matematicamente. Por isso, precavenha-se o leitor de pensar
que eu queira definir com essas palavras uma espécie ou modo de acéo, causa ou
razao fisica, atribuindo aos centros (que sio pontos matemadticos) forcas verdadeiras

e fisicas, quando digo, por acaso, que os centros atraem ou falo de forcas do centro”.
{Definicao VIII, Principic(NEWTON, 1987, p.155 e 156})

133
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“Até aqui explicamos os fendmenos dos céus e de nosso mar pelo poder da gra-
vidade, mas ainda nao designamos a causa desse poder, E certo que ele deve provir
de uma causa que penetra nos centros exatos do Sol e planetas, sem sofrer a menor
diminuicao de sua forca; que opera nao de acordo com a quantidade das superficies
das particulas sobre as quais ela age (como as causas mecénicas costumam fazer),
mas de acordo com a quantidade da matéria sélida gue elas contém, e propaga sua
virtude para todos os lados a imensas distancias, decrescendo sempre com ¢ inverso

do quadrado da distancia”.
(Escolio Geral, Principia( NEWTON, 1987, p.170)}

As duas citagoes acima foram tiradas da principal obra de Isaac Newton e sio
mencionadas pontualmente em nossa tese, tendo em vista uma breve discussdo da
controvérsia sobre a ontologia da lei de atragio universal, problema gue se relaciona
a natureza e a causa desta lei,

Sobre a sua natureza, é necessario saber se se trata de uma lei puramente fisica.
Este é o contetido das criticas que Leibniz fez a Newton. Para o primeiro, uma forga
fistca deve ser mecanica e a atracido, entendida como acdo & distancia, nao sendo
mecanica, pode ser considerada apenas um milagre perpétuo. Para que a atragio
pudesse ser concebida como uma forca, seria necessdario identificar os tracos manifestos
do sisterna do mundo que a exprimem. Assim, por exemplo, se afirmamos que wm
planeta gira em torno do Sol gracas a uma certa forga, precisamos mostrar como o Sol
se liga a esse pianeta ou dotd-lo de asas ou de um motor. As citacdes acima do texto
de Newton revelarn como ele préprio hesitava sobre a resposta a esta questao. Se
por um lado, pela via da abstracio matemadtica, a primeira afirmaciao ndo distingue
a impulsao-— que ¢ uma forca mecanica— e a atragao; a segunda citagio, por outro
lado, ressalta a diferenca de natureza fisica entre a atracao e as forcas mecanicas,
observando ainda que a primeira tem o poder de agir a imensas distancias.

A observacao de Leibniz participava de criticas ainda mais profundas, que acusa-
vam Newton de guerer reintroduzir na fisica as qualidades ocultas dos escolasticos.
Tais qualidades ocultas sao propriedades inexplicaveis dos corpos que funcionam como
causa de fenomenos observaveis. Sendo incapaz de explicar a causa da atracao entre

0s corpos, a teoria de Newton proporia, segundo Leibniz, que tais corpos possuiriam a



propriedade milagrosa de atrair outros corpos a distancia. Como resposta as criticas

de Leibniz, Newton acrescenta posteriormente o seguinte comentdrio:

“Mas até aqui nao fui capaz de descobrir a causa dessas propriedades da gravidade
a partir dos fendmenos, e ndo construo nenhuma hipdtese; pois tudo que ndo é dedu-
zido dos fendmenos deve ser chamado wina hipdtese; e as hipdteses, quer metafisicas
ou fisicas, quer de qualidades ocultas ou mecanicas, nio tém lugar na filosofia expe-
rimental. Nessa filosofia as proposicfes particulares sao inferidas dos fendmenos, e
depois tornadas gerais pela indugfo. Assim foi que a impenetrabilidade, a mobilidade
e a forca impulsiva dos corpos, e as leis dos movimentos e da gravitacio foram desco-
bertas. F para nds é suficiente que a gravidade realmente exista, aja de acordo com as
leis que explicamos e que sirva abundantemente para considerar todos os movimentos

dos corpos celestiais e de nosso mar”!.
(Escélio Geral, Principia NEWTON, 1987, p.170))

Para se livrar do problema colocado por Leibniz, Newton propoe finalmente que
nao vale a pena pesquisar a causa da gravitagao se os proprios fendmenos garantem
a sua eficacia. Esta resposta exclul, ao mesmo tempo, as questdes sobre a causa e a
natureza fisica da atracdo, eliminando esses problemas das preocupagbes da filosofia
experimental. Esta filosofia trata somente das propriedades manifestas, sendo as qua-
lidades fisicas das forgas e suas formas de agdo negligenciadas em favor de quantidades
e proporcoes matematicas.

Todavia, em outras partes de sua obra, Newton reafirma, ele mesmo, seu interesse
tanto pela natureza fisica, quanto pela causa da atracio. A atracio estaria colada
aos corpos quando considerada como uma qualidade primaria destes, ao lado da
impenetrabilidade e da extensido. No que diz respeito a causa da atragao, vimos
Newton dizer que ela deve penetrar os centros dos corpos; e no livro Otica este
argumento serd levado ainda mais longe, quando ele propde que a atracao se deve &

presenca de um certo meio.

YA tradugdo “nio construo nenhuma hipétese” vefere-se d famosa declaracio, eserita originalmen-
te em latim, “hypotesis non fingo”. Fingere em latim é fingir on inventar. Em portugués poderiamos
trachuzir literalmente o enunciade de Newton como “hipdteses nfo finjo” mas acreditamos que 0 mais
adaptado seria “ndo invento nenhuma hipttese”.
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Na verdade, a posicdo de Newton ndo deixa de oscilar entre a afinnacao da le
de atracdo como principio fundamental da filosofia experimental, que sé diz respeito
aos fendmenos, ¢ a procura de sua natureza fisica ou causa teoldgica. Uma andlise da
ambigiiidade desta posicao de Newton foi realizada minuciosamente por Alexandre
[Koyré em seus estudos sobre Newton{KOYR E, 1965¢). Nesta obra, o autor lamenta
que, a partir do século dezoito, a lei de atragdo universal tenha sido concebida como
um fato cient{fico independente de sua natureza e as questoes que mesmo Newton gos-
taria de ter respondido tenham sido deixadas de lado pelos fundadores do positivismo
na ciéncia:

“O pensamento do século XVII se reconcilia cam o z'n.ewlir:ciwei”(KOYRI::, 1965b.
p.163).

Ao invés de responder as questées relativas & ontologia da atracao, fundou-se
uma nova ciéncia onde tais questoes nao mals interessam. Neste comentario, o nosso
objetivo rdo é, em absoluto, identificar as origens da matematizacio da fisica, mas
procurar as motivacoes da exclusio da filosofia.

Foi o método da filosofia experimental que mareou os sucessores de Newton, que
se interessaramn, entao, pelas leis que podem ser supostamente deduzidas, ou, mais
precisamente, inferidas diretamente dos fenomenos e verificadas experimentalmente.
[istas leis tornam-se as proprias causas e podem ser generalizadas para serem aplicadas
a outros fendmenos, sendo esta extrapolagio possibilitada pela matematizacao. Deste
ponto de vista. a gravidade ¢ uma forca matematica da qual apenas os aspectos
manifestos se tornam interessantes; nao devendo o filésofo da natureza levar em conta
quer o seu sentido fisico, quer as suas causas. Desse momento em diante, esta filosofia
devera proceder somente por inducdo, que faz derivar as leis gerais da natureza dos
fendmenos observiveis: a fisica passa a ser matemarizada.

Para se estudar os fenomenos evolutivos da natureza. partindo de certos atributos
mensuraveis da realidade fisica, é preciso encontrar a lei de evolucao que descreve os
estados subseqiientes do sistema a partir de certos valores dessas grandezas. Se esta
lei de evolugao é bem definida, o sistema é dito cansal.

Partindo da hipétese fundamental da continuidade do tempo e do espaco, se as

taxas de variacdo das varidveis do sistema dependem exclusivamente dos estados
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iniciais destas mesmas varidveis, a dependencia pode ser matematicamente expressa
por uma equacio diferencial’®. No contexto da fisica matematica, para se conhecer
os estados sucessivos de uin sistema causal deve-se encontrar as solucdes da equacao
diferencial que o descreve.

Com o objetivo de descrever esta evolugdo. temos dois problemas fundamentais:
determinar a lei de evolugao e, uma vez estabelecida, resolvé-la. Encontrar uma nova
let de evolucao é uma tarefa absolutamente ndo trivial e costuma representar uma
revolucao cientifica. No entanto, resolver uma equacio diferencial é uma atividade
quotidiana da fisica matemadtica, embora essa resolugdo possa ser bastante complica-
da.

O teorema de existéncia e unicidade para as solu¢ées de uma equacgiao diferencial,
citado muitas vezes na primeira parte desta fese, garante que uma equacio diferen-
cial pode ser resolvida sempre que venha a satisfazer certas condigdes. As equagdes
diferenciais sao ferramentas fundamentais na deseri¢iio newtoniana do mundo e o seu
postulado subjacente de causalidade. Neste contexto, o teorema de existéneia ¢ uni-
cidade seria o equivalente do postulado do determinismo, enunciado anteriormente
por Laplace. Esta conclusiao, muito propalada quando se fala das equagdes diferenci-
als, parece-nos, contudo, um pouco apressada e, em nossas conclusoes, voltaremos a
insistir sobre isto.

Se, para cada condigdo inicial, passa apenas uma solucio da equagdo, os estados
sucessivos do sistema sao completamente determinados pelo seu estado inicial. Isto
implica que as dnicas variagoes possiveis seriam a definiciio da propria lei e a condicéo
inicial, a primeira de cardter cognitivo e a segunda, uma escotha da propria nature-
za. Devemos perguntar entdo, no caso da mecanica celeste, como foi determinada a

configuracao inicial dos corpos celestes?

“Os seis planctas primdrios séo revolucionados em torno do Sel em circulos con-
centricos ao sol, com movimentos dirigidos em direcio s mesmas partes e quase no
mesmo plano. Dez luas sao revolucionadas em torno da Terra. Jupiter e Saturno, em

circulos coneéntricos a eles, com a mesma direcao de movimento e quase nos planos

20bservamos gue, no problema matemdtico, tal continuidade é uma hipdtese fundamental, e faz
parte do dmbito do problema.
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das 6rbitas desses planetas; mas nao se deve conceber que simples causas mecanicas
poderiam dar origem a tantos movimentos regulares, desde que os cometas erram por
todas as partes dos céus em érbitas bastante excéntricas; pois por essa cspécie de
movimento eles passam facilmente pelas 6rbitas dos planetas e com grande rapidez;
e em seus apogeus, onde eles se movern com 0 minimo de velocidade e sao detidos o
maximo de tempo. eles recuam as distancias maximas entre si e sofrem, portanto, a
perturbacao minima de suas atragoes mituas. Este magnifico sistema do Sol, planetas
e cometas poderia somente proceder do conselho e dominio de um Ser inteligente e

poderoso”.
{Escolio Geral, Principia(NEWTON, 1987, p.167-168))

Na visdo de Newton, a lei de atracio, apenas, nao é suficiente para explicar a
impressionante regularidade do sistema solar: foi preciso um Deus para determinar
sua configuracao inicial, a partir da qual aplicar a lei. Além disso, o Deus Todo-
poderoso, que criou o Universo e introduzin a atragdo entre os corpos, serda Ele mesmo
a garantir sua estabilidade. A atracdo mutua poderia perturbar a regularidade divina
do universo e o proprio Deus deve intervir regularmente para garantir a permanéncia
de sua criacao.

“Um destine cego nao poderia mover assim todos os planetas, salvo algumas irre-
gularidades quase imperceptiveis, que podem provir da acio mutua entre os planetas
e 0$ comefas ¢ que, provavelmente, se tornardo matores para um tempo longo, até
que enfim este sistema precise de ser recolocado em ordem pelo seu Autor”.

Contra esta necessidade da intervencdo de um Deus que salvaguarde a estabili-
dade do sistema solar se dirigem, mais uma vez, as criticas de Leibniz. Leibniz nao
admite a possibilidade de um Deus que produza leis como milagres, sem que estas
leis tenham uma contrapartida na prépria natureza das coisas criadas e que, ainda
por cima, funcione como um relojoeiro que deve recolocar regularmente a méaquina
em funcionamento.

Esquecendo as questdes sobre a causa e a natureza da atragdo, o século XVIII
comeca com uma lei geral, que explica igualmente os fenomenos celestes ¢ 0s terrestres,
porgue andamos com 08 pés sobre a Terra e porgue observamos o movimento dos

astros, a forma da Terra e o refluxo dos mares. Para finalizar a construcao da nova




ciéncia € preciso ainda eliminar a inica explicacdo nao puramente empirico-tedrica do
sistema do munde: Deus como garantia da estabilidade. Para tanto, resta demonstrar
a auto-suficiéncia da lei de atracio universal ¢ demonstrar a estabilidade como con-
seqgiiencia desta lei, a partir do método newtoniano da indugao. Tal serd a motivagao
confessa do trabalho de Laplace sobre a mecanica celeste, come comentaremos mails

adiante.

6.1.2 A andlise matematica em prol da autosuficiéncia do
sistema newtoniano: contra a intervencao divina

Reconhecendo a importancia do método de inducdo e da lei de atragio universal,
Laplace lamenta que Newton nido tenha sabido atribuir a eles todo o poder de que
dispoem. Para devolver ao sistema newtoniano toda a sua forca, seria necessario tra-
duzi-lo usande as ferramentas da andlise matematica. Segundo Laplace, a limitagao
de Newton se deve a duas restricoes principais: a primeira, de ordem pratica, as limi-
tacoes da andlise de seu tempo, e a segunda, metafisica, o recurso a explicacio divina
para dar conta da estabilidade do sistema do mundo. Para que a ciéncia newtoniana
ressurja em todo o scu resplendor, ambas as restricoes devem ser eliminadas.

Segundo Laplace, o fato de se terem generalizado e retificado as demonstracoes
de Newton, encontrando-se win acordo entre as observagdes e os resultados da andlise
matemadatica, pde fim a discussdo sobre o principio de atragao universal como qualidade
oculta. Laplace retoma o método newtoniano, que consiste em formular uma lei a
partir da observacio e em generalisd-la para que cla seja aplicada a outros fendmenos,
reinterpretando-o com as novas ferramentas da andlise:

“Cette liaison analytique des faits particuliers avec un fait général est ce qui cons-
titue une théorie” (LAPLACE, 1796, p.436}.

Para expor seu sistema do mundo, Newton havia utilizado o método sintético da
geometria e para Laplace foi exatamente esta preferéncia que o impediu de avancar.
Segundo Laplace, a aplicagio da andlise ao principio de atra¢io teria sido o fator
fundamental para o desenvolvimento da astronomia no século dezoito:

“ La synthése géoméirique o {...] la propriété de ne faire jamais perdre de vue
son objet, et d’éclairer la route entiére qui conduit des premiers aziomes 4 leurs der-

niéres cons€quences; au lienw que Uanalyse algébrigue nous fail bientét oublier Uobjet
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principal pour nous occuper de combinaisons abstraites.. linestimable avantage de
transformer le raisonnement en procédés mécaniques, a des résultats souvent inac-
cessibles o synthése. Telle est la fécondité de Uanalyse, qu’il suffit de traduire dans
cette langue universelle les vérités particuliéres, pour voir sortir de leurs expressions
une foule de vérités nouvelles et inatiendues. Aucune langue n'est autant susceptible
de Uélégance” (LAPLACE, 1796, p.437).

Se a fisica e a astronomia atingem um grau {do elevado de perfeicao, iste se deve
a:

“La putssance de ce mervedlevr instrument sans lequel il edl été impossible de
pénétrer un mécanisme aussi compliqué dans ses effets gu’il est ssmple dans sa cause”
(LAPLACE, 1796, p.440).

A observacao permanece um fator importante, somente por fornecer os dados
indispensdveis & confirmagao das teorias analiticas. A teoria da Lua é um exemplo
tipico deste casamento entre andlise e observagao:

“Enfin, par une combinaison heureuse de "analyse avec les observations, la Lune,
qui semble aqvoir é1é donnée a lo Terre, pour Uéclairer pendant les nuits, est encore
devenue le guide le plus assuré du navigateur... "(LAPLACE, 1796, p.441).

No que diz respeito & estabilidade do sistema do mundo, foi mais uma vez a
avilise que trouxe uma nova luz sobre o problema. Privilegiamos o ponto de vista de
Laplace nesta se¢do, visto que ele sera um dos principais personagens da histdria a
que nos dedicamos aqui, ou seja, a questao da estabilidade. Mas, se considerarmos a
matematizagao da fisica newtoniana, nao poderemos deixar de mencionar os trabathos
de Euler, Clairaut e d’Alembert, que foram os primeiros a aplicar a andlise para
estudar as perturbagGes sofridas pelos movimentos celestes, conseguindo explicar,
pelo método de aproximacio. varios fenomenos do sistema do mundo, utilizando para
isso apenas a lei da atracdo universal. Falaremos um pouco destes trabalhos na
proxima se¢ao. Por enquanto, citemos pela ultima vez o ponto de vista de Laplace
sobre a importancia do problema da estabilidade, no que tange a validade das teorias
newtonlanas.

“Quoique les éléments du systéme des planétes soient arbitraires, cependant ils ont

entre eur des rapports gui peuvent nous éclairer sur son origine. FEn le considérant
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avec attention, on est étonné de voir toutes les planétes se mouvoir autour du Soleil,
d’occident en orient, et presque dans un méme plan; les satellites en mouvement
autour de leurs planétes, dans le méme sens et & peu prés dans le méme plan que les
planétes; enfin, le Soledl, les planétes et les satellites dont on a observé les mouvements
de rotation, tourner sur euz-mémes, dans le sens ef & peu prés dans le plan de leurs
mouvements de projection.

(..)

Des phénoménes aussi extraordinaires ne sont point dus o des causes wrréguliéres.
En soumettant au calcul leur probabilité, on trouve qu’il y a plus de deuz cent mille
milliards & parier contre un, qu’ils ne sont point Ueffet du hasard(...).

Nous sommes encore forcés de reconnaitre ici Ueffet d'une cause réguliére(...).

Quelle est cette cause primitive?

Quelle que soit la cause véritable, 1 est certain que les éiéments du systéme
planétaire sont ordonnés de maniére qu’ils dotvent jouir de la plus grande stabilité, s
des causes étrangéres ne viennent point la troubler” (LAPLACE, 1796, p.448-449).

Sobre a questdo da natureza da lei de atracio, Laplace responde que, na natureza,
apenas as relacoes se ddo a conhecer, sob forma de razes matemaéticas. Esta lei é
uma prova disto, uma vez que ela age identicamente no nosso sisterna do mundo como
em um sisterna de outras dimensoes proporcionais as originais. A estabilidade é uma
destas relactes (“rapports™).

Laplace nao estd mais interessado pela causa do advento do sistema solar, mas
quaiquer que seja esta causa, ela deve possuir a propriedade de estabilidade. A
estabilidade torna-se um invariante das causas da natureza, cuja natureza naoc mais
nos importa. Da investigacdo das causas passa-se a andlise dos efeitos, que por si
$0, Indicam a natureza da ordem que rege o sistema solar. Para demonstrar que nao
necessitamos mais de um ser exterior para recolocar em ordem o sistema do mundo,
basta demonstrar que as leis de Newton sao suficientes para explicar a estabilidade

deste sistemna, a comegar pelo sistema solar.
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6.2 Sobre a matematizacao do problema da esta-
bilidade

6.2.1 Os analistas do século XVIII

Como estamos interessados predominantemente pela questiao da estabilidade, faremos
um comentario muito breve sobre a formulacao analitica dos problemas da mecéanica
celeste que a antecederam. Para uma histéria detalhada das teorias matemdticas
scbre a atracdo e a forma da Terra desde Newton até Laplace, indicamos a obra de
Todhunter: A History of the Mathematical Theories os Attraciion and the Figure of
Earth, from the Time of Newton to that of Laplace (TODHUNTER. 1873).

Destacam-se, neste pertodo. as obras de d’ Alembert, Clairaut e Euler que se situ-
am como sucessores de Newton e anfecessores de Lagrange e Laplace. Podemos falar
desta continuidade nao somente quanto aos problemas fisicos e matematicos de que
tratavam, mas também quanto ao modo como contribuiram, na ciéncia, para negli-
genciar as causas em favor dos efeitos das leis da natureza. No caso de d’Alembert,
Paty (PATY, 1998a, p.90) ressalta que a sua dinamica desconsiderava as forcas, vistas
como uma nocao metalisica, para estudar os seus efeitos: as mudancas de quantidade
de movimento. Mas esta motivacido ultrapassa o dominio da fisica ou da matematica,
ou melhor, como consta também da obra de Paty, é a ciéncia que sai de seu dominio
proprio para participar do amplo movimento de idéias que justifica a denominagdo
desta época como o “Século das Luzes”. Nao esquecamos que d’Alembert foi editor
da Encyclopédie, juntamente com Diderot, obra na qual o novo ponto de vista sobre
a independéncia das leis clentificas foi propagado.

A partir daqui, procuraremos explicar a forma como foram tratados alguns pro-
blermas especificos. em primeiro lugar o do movimentos dos planetas em torno do Sol.
Na descricdo kepleriana, a drbita de cada planeta em torno do Sol devia ser eliptica,
visto que se considerava apenas a interagio entre este planeta e o Sol. Mas, a partir
da lei de atracao universal, somos forcados a considerar a perturbagio causada pela
atracao dos outros corpos celestes. Devermnos a d’Alembert, Clairaut e Euler, nao
apenas a introducio dos métodos da andlise na determinacao dos movimentos dos
corpos celestes, mas a preocupacio com a perturbacdo que os outros elementos do

sistema solar poderiam causar as orbitas.
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Mas os astros nao podiam ser considerados todos ao mesmo tempo, nao sem
comprometer a possibilidade de formulacao do problema. Dada a quantidade de
planetas e de elementos varidveis em suas orbitas, podemos imaginar a complicagao
analitica das equacgdes que descreveriam o sistema solar. Uma primeira proposigao,
feita pelo proprio Newton®, tratava do comportamento do sistema Terra-Sol levando
em conta as perturbacées ocasionadas pelo movimento da lua. FEste problema ficou
conhecido como problema dos trés corpos e é o primeiro exemplo em que se considerou
a questao da estabilidade. AMesmo que Laplace reconheca a importancia da formulagao
proposta por Newton, ele observa que, pela falta de métodos analiticos, sua obra
desconsiderava aspectos importantes.

Este passo foi dado por d’Alembert, Clairaut e Euler. Das equacoes diferenci-
als escritas apenas a partir da lei de atracdo tiravam-se as séries que descreviam os
movimentos dos astros e a estas séries aplicavam-se 0s métodos de perturbacao. No
entanto, no periodo aqui mencionado, estudavam-se apenas as alteragoes dos movi-
mentos elipticos dos planetas, restando ainda a verificacio das variagoes dos elementos
que determinavam as orbitas elipticas em si mesmas. Mesmo que o problema relati-
VO 4 certos termos inconvenientes, gue aparecem nestas séries, tenha sido assinalado
por estes cientistas, trata-se apenas dos primérdios do problema da estabilidade que
ganhard uma nova interpretacdo com os trabalhos de Lagrange e Laplace, de cujas
obras falaremos na secao seguinte.

Quanto ao sistema do mundo unificado. descrito por leis auténomas, dele par-
ticipamn igualmente os fendmenos celestes e os terrestres. £ assim que as mesmas
leis podem explicar tanto as érbitas dos planetas quanto o movimento das marés, A
analise incide ao mesmo tempo, e da mesma forma, na explicagao de outros fenomenos
que fazem parte da ordem do universo, como o problema relativo a forma da Terra.

Newton jd havia proposto® que a Terra deve possuir a forma de um esfera achatada
nos pélos, devido a forca centrifuga associada a seu movimento de rotagao. Segundo
esta teoria, a Terra teria adquirido a forma atual a partir de um flutdo quente em
rotacao. que teria se resfriado, solidificando-se no exterior e contraindo-se. Newton

propoe que esta figura seja um elipséide de revolucao, chegando mesmo a calcular

Proposicac 66 do livro I dos Principic.
*Proposicées 18 ¢ 19 do livro 111




144

a sua excentricidade. Contudo, para que tal figura pudesse constituir um modelo
aceitavel da forma da Terra, era preciso demonstrar que este clipsdide estava em
equilibrio. Este resultado, para taxas de rotagio pequenas, foi encontrado por Mac
Laurin em 1740 (MAC LAURIN, 1740)°.

A partir desta descoberta, tornou-se interessante estudar as propriedades dos e-
hipsoides de Mac Laurin, como estas figuras ficaram conhecidas. Uma das questoes
era, por exemplo, a de saber quantos elipséides de Mac Laurin poderiam existir
para valores dados da velocidade angular e da massa do fluido. D’Alembert havia
atacado este problema. concluindo que, para uma velocidade menor que certo valor
L, terfamos exatamente dois clipsoides de Mac Laurin. Estas duas figuras virtam a
coincidir guando a velocidade fosse igual a L e, se ela ultrapassasse este valor, nao
haveria nenhwm elipsdide satisfazendo as condigdes iniciais dadas.

E neste contexto, sob a pluma de d’Alembert, que encontramos a primeira dis-
cussao explicita sobre um problema de estabilidade: a questao da estabilidade da for-
ma da Terra®, No primeiro tomo de seus Opuscules mathématiques (I’ ALEMBERT,
1773, p.246), publicado em 1761, d’Alembert lembra que ndo é necessirio apelarmos
para um niclec interior alongado para explicar o fato da Terra ser um esferéide alon-
gado. Contudo, “un certain Géomeétre ftalien qui a du nom dans les Mathématiques”
atacou esta constatacao. Trata-se de Boscovich, que considerou gue se o nicleo inte-
rior nao fosse alongado, mas achatado: e se perturbassemos o Huido exterior de seu
estado de equilibrio, ele nunca mais retornaria a este estado. Este acontecimento so
teria lugar se o nicleo interior fosse alongado e esta hipétese tornaria o equilibrio
razoavel.

A esta critica, que fala da importincia de se considerar a estabilidade do estado
de equilibrio, d’Alembert responde:

“Eu poderia responder, em primeiro lugar, que em todas as pesquisas feitas até
aqui sobre a figura da Terra, a questao foi apenas a do estado de equilibrio; e que até
este gedmetra, nao se tinha ainda pensado em adicionar esta condicao, que o fluido

perturbado deste estado se restabeleca por sl mesmo. Assim, partindo da maneira

*H4 outros nomes importante relacionados ao problema, como Huyvgens e Maupertuis,
®Uma breve mengdo a esta questdo pode ser encontrada no livra de Todhunter(TODHUNTER,
1873, p.366).
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ordindria de considerar esta questdo, eu nao devia, ou ao menos néo era obrigado a
itroduzir esta nova consideracao no meu calculo. Contudo, a exemplo do gedmetra
de quem acabo de falar, vou levi-la em consideracio”™”.

Demonstrou entdo, sem empregar esta nomenclatura, que nio é necessario que o
nicleo interior seja alongado para haver estabilidade. Para que o fluido retorne a sua
posi¢do inicial, quando de uma perturbagio, é suficiente considerar a direcio da forca
que deve remeté-lo a esta posicio, qualquer que seja a forma inicial deste fluido. Nao
& necessario considerar a forma do nicleo interior, mas torna-se indispensdvel que a
densidade do fluido esteja em uma certa relacio com a do nicleo®.

A traducao para o francés do livro de Boscovich, Sur la Figure de la Terre, re-
colocou a querela na ordem do dia. Para responder as acusacdes feitas pelo tra-
dutor, d'Alembert retomou o tema nas notas do tomo VI do mesmo Opuscules
mathématigues, para afirmar que, em seu artigo anterior que acabava de ser comen-
tado pelo tradutor, “o equilibrio nao era somente real, mas ainda, como se exprimem
0s gedmetras, um equilibrio firme’®, Desse modo, ele introduz pela primeira vez a
palavra firme (“ferme”) para designar a propriedade que hoje chamamos de estabili-
dade.

No entanto, ao considerar as criticas gue teriam sido feitas contra ele em favor de
um resultade de Clairaut, vemos que d’Alembert nao atribuia grande importancia a
exigencia de estabilidade:

“Sobre o que eu observaria de inicio que, em toda a obra de Clairaut, nao era
(uestao examinar os casos em que o equilibrio era ou nio firme, nao tendo este douto
geometra mencionado esta condicao em lugar nenhurmn (...). Depois, pretendeu-se
que esta condicao sobre a firmeza do equilibrio era necessdria, fisicamente falando

(..}, mas é certo, pelo menos, que ela ndo é matematicamente indispensavel (...),

Y« Je pourrais d’abord répondre que dans toutes les recherches qu’on o faites jusqu’ici sur lao Figure
de la Terve, il n'g jamais €€ gquestion que de Uédtat d'éguilibre ; et que jusqu’d ce Géométre, on n'avait
poini encore pensé & y ajouter cette condition, gue le fluide dérangé de cet état, se rétablit de lui-
méme. Ainsi, en partant de la maniére ordinaire d’envisager cette question, je ne devais point, ou du
moins je n'étais pas obligé & faire entrer cefte considération nowvelle dans mon caleul. Cependant,
a Uevemnple du Géometre dont je viens de parler, je vais y avoir égard”

*Esta condicio foi demonstrada ser falsa por Laplace, que introduziu uma nova abordagem para
tratar este problema.

YL équilibre était nen seulement réel, mais encore, comme s'ezpriment les Géométres, un
équilibre ferme”.
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sO se tratava, entre mim ¢ M.Clairaut, do caso de um equilibric matematicamente
possivel” 10,

O mais interessante desta citacio é a diferenga, admitida por d’Alembert, en-
tre uma situacdo “fisicamente necessaria” e “matematicamente indispensavel”. A
questao matematica termina com a demonstracao da possibilidade do equilibrio, sen-
do a estabilidade uma exigéncia de ordem fisica. Nio sabemos se esta afirmacao se
deve & legitimidade da questao da estabilidade como um problema matematico ou ao
fato de que nao estao claras as condigdes para que este problema possa ser tratado
matematicamente.

Mas, voitando ao sexto livro de seus Opuscules mathématiques, d’Alembert parece
ter mudado um pouco de ponto de vista em relacdo ao primeiro trecho citado. Se no
livro 1 ele parece ndo dar muito valor a questao da estabilidade, chegando a afirmar
que esta pergunta partiu do “gedmetra italilano”, ele afirmard agora que “hd muito
tempo, ainda que o tradutor pareca adiantar o contrdrio, os geometras distinguiram,
em geral, nos corpos dois estados de equilibrio, wm firme, e outro nao”''. Sobre
esta tradicdo, d'Alembert menciona um artigo de Daniel Bernoulli, de 1747, sobre
o equilibrio dos corpos flutuantes, onde a questdo da ‘firmmeza” se revelaria mais

necessaria do que no estudo da figura da Terra'®,

6.2.2 A estabilidade contra o furor dos fluxos: a forma da
Terra e o refluxo dos mares

Desde que as causas fisicas e metafisicas foram excluidas e as leis tornaram-se, elas
mesmas, as causas dos fendmenos, revelou-se premente investigar todos os fenoémenos
que fazem parte da ordem do universo segundo estas mesmas leis. Assim, é entre as

leis do movimento que devemos procurar as causas dos fenémenos que participam do

104Sur quoi je remarquerai d’abord gue dans tout Uouvrage de M. Clairaut, il n'était pas question
d’examener les cas dans lesquels Uéquilibre était ferme ou ne Uétail pas, ce savant Géométre n'ayant
fart mention de cetfe condition en aucun endroit {...). On a prétendu depuis que cette condition
de lo fermeté de Uéquilibre était nécessaire ; je m'examine pas en ce moment si cette condition doit
étre regardée comme nécessaire, physiquement parlant (..., mais il est du moins certain gu’elle n'est
pus mathémaliguement indispensable {...), il ne s’agissait entre M. Clairaut et moi que du cas d’un
équilibre mathématiquement possible”.

eIl g longtemps, quoique le Traducteur semble avancer le contraive, gue les géomeétres ont
distingué en général dans le corps deur états d’équilibre, Uun ferme, Uautre qui ne Dest pas™.

YCremos ser este artigo “Commentationes de Statu Aequilibri corporum humido insidentium”,
publicado nas Antigas memdrias de 580 Petesburgo{ BERNOQULLIL, 1747(1738)



147

sistema do mundo:

“Déic quelques-uns d’eur ont été ramenés d ces lois. Ainst lo stabilité de la terre
a sa surface, el celle de équilibre des mers, Uune et Uautre si nécessaires a la conser-
vation des éfres organisés, ne sont qu'un simple résultat du mouvement de rotation
et de la pesanteur universelle. Par sa rotation, la terre o été aplatie (...). En vertu
de la pesanteur, les couches terrestres les plus denses se sont rapprochées du centre
de la terre, dont la moyenne densilé surpasse ainst celle des eauzr qui la recouvrent ;
ce qui suffit pour assurer la stabilité de Uéquilibre des mers, et pour mettre un frein a
la fureur des flots”(LAPLACE, 1796, pp.451-152).

Quanto a forma da Terra, serd preciso esperar até 1776 para que Laplace corrija o
erro cometido por d’Alembert(LAPLACE, 1775-1778). O raciocinio deste, supunha
implicitamente que a perturbacao do fluido conservaria a sua forma elipsoidal, o que
s acontece em umn caso muito particular. Para resolver a questao da estabilidade
do equilibrio, é preciso considerar que o fluido pode ser perturbado do estado de
equilibrio de um modo arbitrdario, o que pode ser feito de infinitas maneiras:

“Parece mesmo extremamente verossimil que, quaisquer hipdteses que se faca
sobre a profundidade e sobre a densidade do fluido, hd sempre uma infinidade de
maneiras de agita-lo infinitamente pouco, nas guais ele ird cessar de fazer oscilacoes
infinitamente pequenas; (...} pode-se mesmo dizer geralmente que, nesta pesquisa, a
consideragao da estabilidade do equilibrio é inttil, uma vez que ndo ha verdadeira-
mente equilibrio firme absoluto e que a estabilidade é sempre relativa a natureza da
agitacio primitiva” ',

Neste trecho, Laplace ja emprega a denominacao “estabilidade” como sinénimo
de “firmeza” do estado de equilibrio, mesmo que de modo excessivamente pessimista
quanto ao futuro do problema da estabilidade deste equilibrio. Serd o proprio Laplace,
mais tarde, que ird propor uma solugao a partir de outro ponto de vista.

Em 1782, retomando a questdo com instrumentos analiticos mais potentes, ele

resolve o problema da estabilidade do equilibrio dos mares, mostrando que a condigio

Y1l parait méme extrémement vraisemblable que, quelgues hypothéses gue U'on fasse sur la pro-
fondeur et sur la densité du fluide, il y a toujours une infinité de maniéres de Uébranler infiniment
peu, duns lesquelles il cessera de faire des oscillations infiniment petites ; (...) on peut méme di-
re généralement que, dans cette recherche, la considération de lao slabilité de Uéguilibre est inutile,
puisquil 0’y o point vraisemblablemnent d’équilibre ferme absolu et que la stabilité est toujours relative
& la nature de ['ébranlement primitif’.
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necessaria e suficiente para que esta estabilidade se dé, é que a densidade média da
Terra ultrapasse a do mar. Todavia, estes resultados supdem que a forma da Terra
seja quase esférica, podendo-se formular wma pergunta equivalente sobre os elipsdides
de equilibrio de uma massa liquida, que podem ser elipséides de revolucdo ou com os
trés eixos desiguais.

Um fato importante no desenvolvimento do problema da forma da Terra deu-se
em 1834, quando Jacobi(JACORI, 1834) anunciou & Académie de Paris que ele havia
encontrado wma familia de elipsdides de equilibrio. possuindo os trés eixos desiguats,
que ndo eram clipsdides de revolucio como os de Mac Laurin. Este resultado foi
um choque para os cientistas do inicio do século XIN, que estavam convencidos de
que a figura de equilibrio de um fluido em rotacao devia possuir obrigatoriamente
uma simetria por rotagao, como Lagrange havia “demonstrado” em seu livro sobre a
mecanica analitica.

Esta descoberta, bermn como certas provocacoes de Jacobi contra Laplace!, moti-
varam Liouville a atacar o problema. Em 1842, Liouville apresenta uma comunicacao
A Académie intitulada Sur la stabilité de Uéquilibre des mers. Nesta comunicacio,
menciona varias vezes o trabalho de Laplace, salientando que seu objetivo inicial era
apenas simplificar “os cdleulos bastante longos da mecanica celeste” .

Daos trabalhos de Liouville sobre este problema, varios nao foram publicados. Deles
tomamos conhecimento gracas ao artigo de J. Littzen Joseph Liowwville’s Work on the
Figures of Egquilibrium of a Rotating Mass of Fluid. FEm sua andlise da obra de
Liouville, Liitzen, também autor de sua biografia, comenta que os trabalhos sobre a
estabilidade do equilibric constituem a parte mais interessante das contribuicoes deste
pesquisador do século XINX ac problema da figura de equilibrio de um fluido. Em um
artigo chamado Recherches sur la stabilité de Uéquilibre des fluides, publicado em
1843, Liouville coloca uma questao muito importante quanto ao valor epistemolégico
da estabilidade, que doravante passaremos a comentar.

Laplace demonstrara que, para uma massa dada e um momento de rotagio que se

imprime a esta massa, existe apenas um elipséide de Mac Laurin. Mas era evidenie

yer (LUTZEN, 1984).
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que Laplace ndo conhecia a descoberta de Jacobi. Liouvilie observa que o tom impri-
mido por Laplace ao seu trabalho “parecia indicar ao mesmo tempo gue esta figura
final é tnica, e livrar o espirito das solugdes muiltiplas”. Entretanto, os elipséides
de Jacobi vém destruir esta elegancia. Isto porque passamos a ter duas respostas
possivels para o problema e nao sabemos qual delas escolher.

D justamente a condicdo de estabilidade que ird fornecer a resposta. Liouville
analisa o caso complementar dquele que havia sido considerado por Laplace, isto é,
quando a forma do fluido ndo é quase esférica. Mas Liouville mostra ainda que existe
apenas um elipsoide estdvel para cada momento angular que, para certos valores,
serao os elipséides de Mac Laurin e, para outros, os elipsdides de Jacobi.

Lagrange acreditava, e esta era uma questio fundamental, que havia apenas um
elipséide para cada valor do momento angular, o que Jacobi demonsira ser falso. O
resultado de Liouville vemn restabelecer a unicidade, ao acrescentar que os elipsoides
sao estdveis!”. Reencontramos assim, para as figuras estdveis, a elegincia da teoria
anterior sobre a unicidade das figuras de equilibrio, que a descoberta de Jacobi havia
destruide. Liouville observa que nao se pode jamais abstrair desta propriedade nos
estudos das questdes fisico-matemiticas. Ponto de vista este bem distinto daquele
que fora defendido por d’Alembert: a estabilidade é matematicamente indispensavel
ao problema da figura da Terra.

Como a maior parte destes trabalhos de Liouville ndo foram publicados em sua
época, niao podemos falar de uma influénceia sobre seus contemporaneos. Podemos
sim. encontrar algumas ressonancias entre eles ¢ os trabalhos de Poincaré sobre a
estabilidade do equilibrio de um fluido em rotacao, mesmo que Poincaré nac tenha
tido sequer conhecimento desta parte da obra de Liouville. Como conjectura Littzen,
talvez isto se deva ao fato dos dois intelectuais franceses terem sido influenciados por
suas leituras de Laplace, levando-nos a observar que, para o autor do livro Frposi-
tione sur le systéme du monde, a guestdo da estabilidade deve ser uma preocupacao
incontorndvel na matematizacdo do sistema do munde. Na verdade, o tnico ma-
tematico que menciona estes trabalhos de Liouville é Lyvapunov, mas falaremos de

Poincaré e Lyapunov apenas no proximo capitulo, debrucando-nos agora sobre os

15 Mais tarde, este resultado serd demonstrado verdadeiro apenas para valores do momento inferi-
ores a um certo valor.
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conternporancos de Liouville.

Riemann foi, nm pouco depois de Liouville, um dos matematicos importantes a
traballiar sobre a estabilidade das figuras de cquilibrio, seguindo a influéncia de seu
mesire Lejeune-Dirichlet. Nio nos aprofundaremos sobre esses trabalhos, que, na
verdade, se inserem na verdade em um contexto um pouco mais ample que ¢ da
estabilidade. Retornemos um momento sobre um resultado especifico de Dirichlet
que ¢é significativo para o problema que tratamos aqui.

Para um sistema de pontos materiais, isto é, em um exemplo bem mais simples
que o dos fluidos, a concepgao classica sobre a estabilidade do equilibrio, adotada
por Lagrange, era a de que um sistema ¢ estiavel quando a funcao potencial atin-
ge seu valor extremo. A demonstracio deste teorema de Lagrange, proposta por
Lejeune-Dirichlet (LEJEUNE-DIRICHLET, n.d.), é considerada um dos raros exem-

plos de trabalho antecessor do ponto de vista qualitativo!®,

Pela sua importancia,
descreverno-la em seguida:

Admitamos que a posicao de equilibrio do sistema esteja na origem do sisterna de
coordenadas e que, neste ponto, a funcio potencial, que chamaremos de ¢, atinge seu
maximo. Sejam A, i, ... as varidveis do sistema. Dirichlet observa que:

“La démonstration donnée par Lagrange se raméne a ceci : le développement de
la fonction suivant les puissances de A, p, v, ... qui commence par les termes du second
ordre, est réduit a ces termes; puts, d’apres lo condition connue du mazirmum, que les
termes du second ordre peuvent étre considérés comme une somme de carrés négatifs,
on dédutt, pour A, p, v, ... des limites que ces quantités ne pewvent pas franchir”.

Ao final, ele acrescenta que falta rigor a esta demonstracdo. Para negligenciar
os termos de ordem superior, é preciso assegurar que as grandezas sio pequenas e
que elas permanecem confinadas entre limites também peguenos, mesmo depois de
transcorrido um grande periodo de tempo. No entanto, podemos obter um miaximo
se 0 termos de segunda ordem se anularem; seria preciso, portanto, encontrar uma
formula para estes termos de segunda ordem, como a férmula da soma dos quadrados
negativos que cmpregamos para os termos de primeira ordem.

Mas Dirichlet nio segue esta via, que ele mesmo observa ser necessaria, preferindo

YN0 proximo capitulo, veremos um outro antecessor de Poincaré, Hill, que, diferentemente de
Dirichlet, exerceu influéncia direta sobre o matematico francés que enfocamos em nossa tese.
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umm outro método:

“Heureusemnent, on peut démontrer le principe de la stabilité de [équilibre in-
dépendamment de ces formules, par une considération irés simple qui se ratfache
d'une maniere immédiate a Uidée du mazimum?”.

Ressaltamos que esta formula, como também aquela que era usada por Lagran-
ge, estabelece uma igualdade, para chegar a uma conclusdao que ¢, na verdade, uma
designaldade. O que se liga diretamente A idéia de mdximo, bem como & nogao de es-
tabilidade, é o uso de desigualdades. E este serd efetivamente o raciocinio empregado
por Dirichlet.

Comega-se por encontrar uma regido onde a funcao ¢ é negativa, seu menor valor

sendo —p. Se tomamos valores 1niciais Ay, ug, /o nesta regido, tal que

A Ao plg, Vo, ...} — Z mug > —p

permaneceremos nesta mesma regido durante toda a duracdo do movimento. A de-
monstracio de Dirichlet emprega entdo a continuidade dos movimentos para mostrar
que, se eles safssem da regido considerada, haveria um momento em que apenas alguns
destes movimentos estariam na fronteira, fazendo com que a for¢a viva fosse negativa,
gerando a contradigao necessaria.

Finda a demonstracio de Dirichlet, que d4 as condigbes para o equilibrio estavel de
um sistema de pontos materiais, voltemos a considerar o problema da estabilidade do
equilibric de wmn fluido. No préximo capitulo. citaremos algumas influéncias diretas
do método de Dirichlet para o tratamento deste problema, o que terd lugar um pouco
mais tarde. Passemos, neste momento, aos trabalhos dos ingleses.

Ignorava-se a existéncia de outras formas de equilibrio nao elipsoidals até a publi-
cagdo dos trabalhos de Mathiessen e William Thomson {Lord Kelvin}. Este tltimo nos
interessard particularmente pelo tratamento que ele dd ao problema da estabilidade.
Dois tipos de estabilidade sdo entdo definidos: a estabilidade secular, guando leva-
mos e conta a viscosidade, e a estabilidade ordinaria, quando desprezamos qualquer
resisténcia,

Os resultados dos ingleses neste assunto tornaram-se conhecidos com a publicacdo

do livro Treatise on Natural Philosophy de Thomson e Tait, especialmente por ocasiio



de sua segunda edicao, entre 1879 e 1883 (THOMSON & TAIT, 1879-1883), em que
¢ acrescentada a discussio da estabilidade. Os autores se baseavam no principio de
que, se o liquido é nao viscoso ¢ temos wm valor extremo da energia total, o equilibrio
¢ estavel, No entanto, as demonstracoes apresentadas nesta obra sdo pouco rigorosas,
sobretudo por fazerem uso de aproximacoes lineares ndo justificadas. Partirao deste
ponto as pesquisas de Poincaré e Lyapunov gue, como veremos no proximo capitulo,

trouxerarm uma nova luz sobre o problema.

6.2.3 As desigualdades seculares da mecinica celeste:
Lagrange e Laplace

Voltando aos problemas relativos 4 estabilidade do movimento dos corpos celeste, co-
mecamos por observar que Lagrange fol ¢ primeiro a apresentar uma nova formulagao
do problema. dos trés corpos, reduzindo consideravelmente o mimero de equagdes ne-
cessarias. No artigo “Fssai sur le probléme des trois corps’, submetido ao prémio
da Académie de Sciences e 1772 (LAGRANGE, 1772}, Lagrange propoe que, na
descricao do movimento dos trés corpos, nio sejam consideradas as drbitas de todos
0s trés corpos, mas somente as variacoes do tridngule formado pelas distancias entre
eles. Este procedimento permite reduzir as doze equactes, que descreviam o movi-
mento anteriormente a apenas sete. Contudo, este proeminente matematico do séeulo
NVTILL resolve, neste artigo, apenas o caso particular em que a razdo das distancias
entre 0s corpos € constante.

Uma diferenca fundamental entre o enfogue dado por Lagrange e Laplace e seus
antecessores € que eles admitem que podemos perturbar, além da forma das elipses
(como faziam os precursores), todos os elementos das érbitas tomadas como elipticas.
No problema dos trés corpos, ou mais geralmente, no problema geral dos n corpos,
deve-se levar em conta todos os elementos de suas drbitas. Deixamos a Lagrange a
tarefa de explicar em que consistem estes elementos:

“On entend par éléments de Uorbite elliptique d’une planéte la moitié du grand
are de [ellipse, ou la distance moyenne de la planéte au soleil; la position de ce
grand axe sur le plan de Uaorbite, ou le lieu des apsides; le rapport de la distance des
deux foyers au grand aze, ou Uercentricité; Uangle que foit avec Uécliptique le plan de

Uorbite, ou son inclinaison; et Uangle que fait avec une ligne fixe, donnée de position
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sur Uécliptique, Uintersection de ces deux plans, ou la position de la ligne des naeus.
Ces cing quantités déterminent complétement la grandeur et la position de ['ellipse;
elles sont par conséquent différentes pour les diverses planétes ; mais elles demeurent
les mémes pour chaque planéle en particulier, du moins tant qu'on fait abstraction
des dérangements qu’elle peut éprouver de la part des autres planétes” (LAGRANGE,
1781-1782).

Dada a solucao da equacdo diferencial que rege os movimentos de todos os pla-
netas, variamos, na equacao de cada planeta, as constantes que se relactonam aos
elementos de sua orbita. Pode-se dar conta, deste modo, da variagio dos elementos da
orbita de um planeta, quando da perturbaciao ocasionada por outros corpos celestes
que, por sua vez, se¢ movem igualmente em orbitas elipticas. Esta perturbacoes se
exprimem por desigualdades que interferem na forma eliptica. Desigualdades que
podem ser periddicas, o que significa que a posicio inicial irda se restabelecer; ou
seculares, as quais perturbam gradualmente os elementos das drbitas, acumulando-se
com o passar dos séculos, acabando por modificar de modo consideravel a posicio
inicial. Estabelecer limites para o comportamento das desigualdades seculares do
movimentos dos corpos celestes era o problema identificado a estabilidade do sistema
solar. Haja visto a complexidade do sistema tomado como um todo, este era dividido
e varios sub-problemas interessantes por si mesmos, como por exemplo o problema
da equagao secular da Lua e o das desigualdades seculares de Jupiter e Saturno.

Em 1773, Lagrange se apresenta mais uma vez ao prémio da Académie des Scien-
ces, com o trabatho “Sur 'équation séeulaire de la Lune” {LAGRANGE, 1773), onde
afirma que a gravitagao universal ainda nao fornecera a explicagdo para a equacio
secular da Lua, como tinha sido o caso das suas designaldades periddicas. Lagrange
demonstra, entdo, que o movimento médio Lua é efetivamente acelerado, sem explicar
a sua causa.

Partindo do artigo de Lagrange, neste mesmo ano, Laplace discorre sobre a causa
da aceleragao da Lua{(LAPLACE, 1773-1776}, afirmando que sua equacho secular s6
pode ser explicada por dois procedimentos: variando as suposicoes segundo as quais
alculamos os movimentos dos corpos celestes ou supondo a existéncia de causas

estrangeiras a gravitagao. B, por motivos que ja comentamos, ele é levado a crer que
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a segunda opgédo deve ser descartada.

Em seguida, no mesmo artigo, Laplace considera as desigualdades seculares dos
planetas, afirmando que:

“En considérant les masses des planéles comme étant extrémement petites par rap-
port 4 celle du Soleil, leur action serait insensible dans Uintervalle d'un petit nombre
de révolutions. Apreés un temps constdérable, Uaction réciprogue des planéles pourrait
devenir sensible ; mais celte action ne pourrait se manifester gue par les changements
qu'elle occasionnerait & la longue dans les éléments des orbites, c’est-a-dire dans la
position des neuds et de la ligne des apsides, dons Uexcentricité, Uinclinaison et sur-
tout dans les moyens mouvements. Ces sont, par conséquent, les plus considérables
de toutes, et celles dont il importe le plus fizer la valeur par la théorie” {LAPLACE,
1773-1776, p.238-239).

Euler e Lagrange, ao estudarem as desigualdades seculares dos movimentos médios
de Jdpiter e Saturno, haviam encontrado resultados contraditérios, o que motiva
Laplace a retomar estes cdleulos. Debrucando-se, entdo, sobre a determinacao das
desigualdades seculares dos movimentos médios dos planetas, ele mostra que, se con-
siderarmos as excentricidades e as inclina¢des pequenas e levarmos em conta apenas
0s termos de primeira ou segunda ordem de todos os elementos, as desigualdades secu-
lares de todos os elementos das drbitas apresentariao termos propercionais ac iempo,
salvo as dos movimentos médios. Assim sendo, Laplace é levado a concluir que 0s
movimentos médios nao estao sujeitos a variagoes seculares. No entanto, as formulas
que Laplace havia encontrado para as desigualdades seculares dos planetas sé valem
para um tempo hmitado, podendo nao acontecer o mesmo ao se considerar um tempo
arbitrario.

Desta vez a influéncia se inverte, pois esta falha dard origem a um artigo de La-
grange, “Recherches sur les équations séculaires des mouvements des neeuds et des
inclinaisons des orbites des planétes” (LAGRANGE, 1774}, Neste trabalho sao apre-
sentadas as formulas gerais pelas quais podemos determinar os elementos das 6érbitas
para um tempo gualquer. Seu método consiste em encontrar a forma das integrais das

equagoes diferenciais que descrevern os movimentos dos planetas e variar, em seguida,




os coeficientes para deduzir as leis das variacoes seculares dos elementos. Mesmo an-
tes que o artigo fosse publicado, Laplace o utilizou{LAPLACE, 1775) para enconirar
as expressoes analiticas exatas das desigualdades seculares dos elementos das drbitas,
demonstrando que, se considerarmos apenas a agao de dois planetas, as inclinagoes
e excentricidades de snas drbitas serdo muito pequenas. Laplace demonstra, ao mes-
mo tenmpo, que as desigualdades do movimento médio sao nulas, o que tem como
conseqiiencia uma teoria completa e rigorosa de todas as desigualdades seculares das
orbitas dos planetas(LAPLACE, 1775, p.3335).

O método analitico introduzido por Lagrange, e utilizado por Laplace neste dltimo
artigo, sera retomado por este em muitos outros trabalhos para evitar as compli-
cacoes dos métodos ordindrios de eliminacgio. Por exemplo, em um artigo publicado
em 1776{LAPLACE, 1776), ele empregara ¢ mesmo método para determinar as de-
sigualdades seculares do movimento dos afélios e das excentricidades de Jupiter e de
Saturno, uma vez que, para este problema, Lagrange ja havia tratado dos nés e das
inclinacdes'’.

No mesmo ano de 1776, Lagrange publica sua demonstragio de que os movimen-
tos médios dos planetas sofrem apenas perturbacdes periddicas{LAGRANGE, 1776},
usando formulas divetas para as variacoes dos grandes eixos dos planetas. Neste traba-
tho, ele mostra que estas variagdes nio podem conter termos proporcionais ao tempo,
qualquer que seja a ordemn daqueles termos relativos & excentricidade e & inclinacdo
empregados na aproximacao. Este resultado assegura a primeira parte do problema
da estabilidade tal como era concebido na época: aquela que € relativa as variacoes
dos movimentos médios.

Alguns anos mais tarde, em 1781 ¢ 1782, Lagrange publica uma espécie de resumo
em duas partes dos artigos parciais que cle havia escrito anteriormente. Na segunda
parte desta “Théorie des variations séculaires des éléments des planctes” {(LAGRAN-

GE. 1781-1782), Lagrange enuncia explicitamente que, embora a determinacio das

'TE oportuno comentar aqui a importancia dos trabalhos de Lagrange neste problema, que sao
algumas vezes menosprezados em relacdo aos resultados de Laplace. O matematico Michel Herman,
que nao apenas colaborou com resultados fundamentals no atual tratamento do problema da esta-
bilidade mas gue era também um estudioso da histdria deste problema, costumava afirmar que tudo
havia side feito por Lagrange, tendo o nome de Laplace alcangadoe esta proeminéncia devido a sua
influéncia politica [Comunicacio pessoal].




variacoes dos elementos dos planetas por alguns séculos seja suficiente para as ne-
cessidades da astronomia, a questdo mais complexa de conhecer estas variagoes para
un tempo arbitrario (podendo se chegar a estabelecer seus periodos) constitui um
problema central para a astronomia fisica,

Para esta teoria: * le but est de suppiéer aur observations, en découvrant, d’apreés
elles, les lois qui réglent lo marche des phénomenes ; et parmi ces lois il n'en est
peut-élre point de plus intéressantes ¢ connailre que celles des variations lentes et
insensibles des orbites des planétes, puisque cette connaissance peut seule nous met-
tre en état de prononcer sur [vmportonte question de la stabilité de notre systéme
plenétaire™ (LAGRANGE, 1781-1782, p.279).

Considerando todos os elementos como varidveis de uma sé vez, Lagrange conclul
que os movimentos médios dos planetas ndo sofrem variacdes constantemente cres-
centes ou de periodo muito longo. Mas adianta também que, aumentando a precisao
deste resultado até a segunda ordem das excentricidades e das inclinagdes, pode-se
encontrar termos seculares para o movimento médio. Na desenrolar deste trabalho
ele ird novamente considerar os movimentos de Jupiter e Saturno, mostrando que,
para estes planetas, tals variagoes sao nulas.

Para alcancar seu objetivo, era preciso. contudo. demonstrar, seguindo o exemplo
dos movimentos médios, que os outros elementos das drbitas, como a excentricidade e
a inclinacdo, ndo sofrem variacoes seculares que nao sejam limitadas. Ele tenta assim
encontrar as integrais das equagbes que determinam as leis de variagdo para entdo

deduzir delas as expressoes gerais das variagoes seculares'®.

Conclui enfim, que as
excentricidades e as inclinacdes de Jipiter e Saturno permanecem peguenas.

Agora serd a vez de Laplace se debrucar novamente sobre o problema. Entre 1784
e 1787, ele publica um artigo com o objetivo principal de eliminar as divergéncias
e o que havia de incompleto nos resultados precedentes. Comega por mostrar que
nao ha desigualdades seculares nos grandes eixos dos planetas, mesmo se estender-
mos a precisao dos métodos até os termos de terceira ordem das excentricidades e
das inclinacdes. Empregando o resultado de Lagrange, que afirma ser possivel es-

tender a conclusdo sobre os movimentos médios para um tempo ilimitado, Laplace

181sto era feito mostrando-se que cstas expressdes nio contém arcos de circulo mas apenas senos
¢ COSSCNOS.
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observa que isto & verdade apenas quando consideramos os movimentos médios como
incomensurdveis entre si{ LAPLACE, 1784-1787, p.50).

Além disso, Laplace reafirma sua preocupagio com as variacdes seculares dos
outros elementos, conhecidas apenas quando consideramos muito pequenas as excen-
tricidades ¢ as inclinagoes.

“ Mais les excentricilés el les inclinaisons soni-elles renfermées constamment dans
d’étroites limites 7 C’est un point tmportant du systéme du monde qui reste encore
& éclaircir, et dont la discussion est la seule chose que laisse maintenant a désirer la
théorie des inégalités séculaires” (LAPLACE, 1784-1787, p.61).

Para responder a esta pergunta ¢ preciso encontrar um método independente de
qualquer hipdtese, uma vez que o resultado anterior de Lagrange era ameacgado pela
incerteza quanto as massas dos planetas. Laplace conclui assim que as desigualda-
des seculares das excentricidades e das inclinagGes nio contém nem arcos de circulo
nem exponenciais, o que quer dizer que as orbitas se distanciam muito pouco- a
variacao permanecendo entre limites fixos- da forma circular, mantendo sempre os
mesmo grandes eixos. Mas para isto Laplace emprega a mesma redugao linear que
havia sido utilizada por Lagrange, considerando somente as primeiras poténcias das
excentricidades e das inclinagdes.

O proprio Laplace corrige seu argumento em 1785(LAPLACE, 1785-1788), afir-
mando que esta aproximacdo é insuficiente e que em sua teoria de Jipiter e Satur-
no sao consideradas as designaldades seculares que dependem do quadrado (ou de
poténcias superiores) das excentricidades e das inclinagbes. Reconhece, entdo, va-
riagdes considerdveis nas drbitas destes planctas que tém periodes de mais de nove
séeulos, 0 que mostra que as aproximacoes anteriores sao insuficientes, forcando-o a
aumentar a precisido em relacdo & ordem dos termos associados & excentricidade e &
inclinacao.

“If se renconire dans cette théorie des inégalités dépendantes de ces puissances
et qui, par les intégrations. acguiérent de gronds diviseurs et deviennent par la irés
sensibles” (LAPLACE, 1785-1788, p.143)%,

Laplace conelui finalmente que nao hd desigualdades seculares nos movimentos

¥ 0Observamos que Laplace considerava como divisores o inverso da varidvel, dai falar-se de “gran-
des divisores” ao invés de “pequenos divisores”, como falamos hoje em dia.
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médios destes planetas, porque isto iria depender destes movimentos serem comen-
surdveis entre si, o que, segundo ele, nao pode acontecer em nosso sisterma solar. Dai
extraimos uma importante conclusio: Laplace reconhece os problemas decorrentes
da comensurabilidade dos movimentos médios, especialmente ern relacdo as desigual-
dades seculares, no entanto ele elimina a priort a possibilidade disto acontecer. Mas
amnda assim, nem tudo estd resolvido...

“Si les moyens mouvements de deux planétes, sans éire exacternent commensu-
rables, approchent cependant beaucoup de l'étre. il existera dans la théorie de leurs
mouvvements des inégalités dune longue période, et qui, si elles ne sont pas connues,
pourront donner lew de penser que les mouvements de ces planétes sont assujetlis
des équations séculaires” (LAPLACE, 1785-1788, p.148).

Esta é justamente a explicagdo para a constatacio das anomalias dos movimentos
de Jupiter e Saturno: a quase-comensurabilidade de seus movimentos médios produz
desigualdades que, mesmo sendo periddicas, podem ter periodos muito grandes, que
no exemplo serd de nove séculos! Na verdade, este é um problema chave no estu-
do da estabilidade, nao podermos distinguir entre um movimento aperiédico e um
movimento periddico de periodo muito longo.

Na continuagdo do mesmo artigo. Laplace. negligenciando este problema, resume
assim seus resuitados sobre a estabilidade:

“Jar fait voir alleurs que, quelles que soient les masses des planétes el des satel-
lites, par cela seul que tous ces corps fournent dans le méme sens et dans des orbes
peu excenirigues el pew inclinés les uns auxr autres, leurs inégalités séculaires sont
périodiques. Ainsi le systéme du monde ne fait gu’osciller autour d’un état moyen
dont il ne s’écarte jamais que d'une trés petite quantité” (LAPLACE, 1785-1788).

Em 1787, ele continua insistinde sobre os resultados que o conhecimento das
vartacoes seculares pode oferccer:  “Uun est "uniformité des moyens mouvernents
célestes, Uautre est la stabilité du systéme planétaire. Je suis parvenu autrefois, par
approzimation, au premier de ces résultats que M. de la Grange o depuis démoniré
en rigueur {...). Quant & la stabilité du systéme planétaire, j'ai prouvd dans nos
Memoires pour Uannée 17847 (LAPLACE, 1787-1789).

Ambos os matematicos do séeulo XVIIH, servindo-se dos resultados um do outro,
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demonstraram que as variacoes dos grandes eixos das drbitas sdo oscilagoes periodicas
de amplitude finita em torno de um valor médio. Valor médio este que também pode
mudar. No entanto, esta variacdo era negligenciada, visto se dar de forma muito lenta
e ser da ordem dos quadrados das massas dos planetas®. O que equivale a dizer que
0s planetas ndo poderiam escapar das suas orbitas ou virem a se chocar uns sobre as
orbitas dos outros.

(Quanto as excentricidades e as inclina¢bes, Laplace demonstrou que suas desi-
gualdades sfio periddicas e oscilam entre limites bem determinados, nao colocando
problema algum para a estabilidade.

Todas as desigualdades seculares sdo periddicas. Deste modo enunciava-se a res-
posta ao problema da estabilidade do sistema solar.

As forcas resultantes da atracao muitua entre os planetas introduzem, nas equagoes
diferencials que descrevemn seus movimentos, terinos pequenos que sao multiplicados
pela razao entre as suas massas e a massa do Sol. Este método, empregado por
Lagrange e Laplace, consiste em integrar estas equactes como se estes termos nao
estivessern presentes e adicionar uma variacio a constante de integragio encontrada ao
final. Como jd observamos anteriormente, estas variagoes, que podem ser compostas
de termos periddicos— cujos valores dependem da configuragao dos planetas—— ou de
termos seculares-— independentes desta configuracéo e associados aos elementos da
orbita eliptica—— crescem com o passar do tempo.

Todas as conclusées de Lagrange e Laplace sobre as desigualdades seculares dos
planetas levam em conta apenas a primeira aproximacdo dos termos que contém as
massas. Como estas massas sao pequenas, eles pressupoem que se pode negligenciar
seus quadrados ¢ scus produtos. Se questionada esta premissa, a demonstracao da
estabilidade do sistema solar estard em risco. Veremos nas secoes seguintes que €
exatamente esta critica que esta na origem das teorias que se desenvelvem posterior-
mente.

Como observamos no inicio deste capitulo. o mais importante para Laplace é que
todas as demonstracoes facam uso apenas da lei de atragio universal, constituindo a

prova final de que esta lei basta & estabilidade do sistema do mundo: a ciéncia elimina

20Estas massas sao de fato muito pequenas pois, nos problemas da mecanica celeste ndo se consi-
dera as massa absoluta de um planeta mas a razdo entre esta e a massa do Sol.
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assim a necessidade de apelar para um Ser exterior e Todo Poderoso para recolocar
em ordem este sistoma.

Mesmo Laplace nao se exime da questdo da causa fisica da atragio, chegando
a afirmar, em outros trabalhos, que a arrumacio dos planetas é efeito das leis do
movimento, mas que estas leis podem depender de um fendmeno mais geral, como da
existéncia de uma matéria nebulosa. No entanto, a conservacéo do sistema planetdrio
nao participa dos designios do Autor da natureza:

“Llattraction mutuelle des corps de ce systéme ne peut pas en altérer la stabilité

comme Newton le suppose” (LAPLACE, 1796, p.453).

6.2.4 O problema das aproximacoes de ordens superiores: os
passos posteriores de Le Verrier e Poisson

Do que dissemos até este momento, podemos concluir que a concepcao de estabilida-
de de Lagrange e Laplace é clara: estabilidade igual a periodicidade. Seus trabalhos
demonstraram, com sucesso, que os termos seculares nao poderiam intervir na estabi-
lidade, uma vez admitida como suficiente a primeira aproximacao relativa as massas
dos planetas.

Em um artigo apresentado & Académie des Sciences em 1868, Poisson serd o pri-
meiro a considerar os termos de ordem superior das massas(POISSON, 1808). Neste
artigo, ele observa que, se considerarmos os termos de segunda ordem, os grandes
eixos sofrerdo lentas variacoes em sua forma. O trabalho de Poisson emprega essenci-
almente os mesmos métodos de seus antecessores, procurando estendeé-los aos termos
de ordem superior. HA, todavia, uma novidade na abordagem deste matematico do
inicio do século XIX, e ela consiste em observar que o sistema pode ser considerado
estavel mesmo sem a garantia da periodicidade estrita. Se, apds um certo intervalo
de tempo, retornamos as proximidades de uma certa configuracio, o sistema pode ser
dito esidvel. Esta propriedade, freqiientemente citada por Poincaré, sera denominada
estabilidade de Poisson,

No entanto, o defeito mais profundo dos métodos de Laplace e Lagrange comecard
a ser enxergado com os trabalhos Le Verrier(LE VERRIER, 1856). Este astronomo
generaliza os resultados de Laplace com aproximacoes de ordem superior, acaban-

do por descobrir que seu importante teorema ¢ falso. As desigualdades seculares
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dependem de equacdes diferenciais e, se levamos em conta os termos de ferceira or-
dem nestas equagdes e as integramos por aproximacgtes sucessivas, as integrais sao
séries que dependem de um pardmetro que pode ser a massa, a excentricidade ou a
inclinacao.

Portanto, ¢ preciso saber se estas séries convergem, para s6 assim vermos resolvido
o problema da estabilidade.

Le Verrier observa esta questdo e acredita na convergéncia das séries, uma vez que
as aproximactes sucessivas da solucfio fazem aparecer modificacbes cada vez menores.
Sem entrarmos nos detalhes do trabalho de Le Verrier, indicamos um artigo, bastante
instrutivo, escrito por Jacques Laskar(LASKAR, 1992), matemético contemporaneo
e um dos pioneiros na aplicacio da abordagem de sistemas dinamicos na astronomia,
que comenta (referindo-se zo artigo de Le Verrier que citamos):

“Le Verrier emite aqui uma nova formulacao do problema da estabilidade do siste-
ma solar. O estudo de Lapiace ndo é mais suficiente, Ele representa apenas o primeiro
termo de um desenvolvimento em série infinito” (LASKAR, 1992, p.188).

Mas ha também, no ponto de vista de Le Verrier, uma circunstincia que passou
despercebida: o fato de que as modificagtes que aparecem nas aproximacdes diminuem
nao garante matematicamente a convergencia. Nao nos surpreende que Le Verrier nao
tenha podido notar este problema, visto tratar-se de um astrénomo. Efetivamente,
tratando-se de aplicacdes, o fato de os termos diminuirem, muitas vezes, é suficiente.
Neste exemplo, Laskar obscerva que a questio da convergéncia para um astronomo
apresenta um significado bem diferente do que para o matematico.

Do ponto de vista matematico, 0 que acontece é que a convergéncia depende das
condigdes iniciais e, para algumas desta condi¢des, teremos o “problema dos pequenos
divisores”. Trata-se de wmn problema equivalente ao que havia sido percebido (e
erroneamente contornado) por Laplace, mas serd preciso esperar até Poincaré para se
entender plenamente as questoes envolvidas no problema da convergéncia matematica

destas séries.



Capitulo 7

As primeiras defini¢oes da
estabilidade no conjunto de
trajetorias

7.1 O que pensa Poincaré sobre a relacao entre a
matematica e a fisica?

A grande inovacio de Poincaré no ambito das equactes diferenciais [ol encarar ¢ con-
junto de solucdes de uma equacio como um todo, para estudar sua topologia. De
uma certa forma, trata-se de um retorno a geometria que Laplace tanto havia critica-
do em prol da andlise; mas desta vez ndo mais a geometria sintética empregada por
Newton, mas a uma outra geometria, propriamente qualitativa. Poincaré vai ainda
mais longe, propondo que podemos simplificar o estudo do conjunto de solugdes se
olharmos para um sub-conjunto que responda a algumas perguntas sobre o compor-
tamento descrito pela equacio, visdo que, em seguida, evoluird para a descricio dos
conjuntos assintdticos, como mencionamos 1o terceiro capitulo.

Que aspectos topoldgicos do conjunto de solugdes podem ser considerados interes-
santes? Que sub-conjunto de solucoes ¢ interessante estudar? Todas estas nocoes sdao
definidas matematicamente de diferentes maneiras e variam historicamente. Falamos
de algumas destas defini¢bes na primeira parte da tese. Contudo, ainda nao dissemos,
com toda a intensidade que o fato merece, que varias das defini¢oes empregadas por
Poincaré sao inspiradas diretamente por problemas fisicos aos quais a teoria pretende
ser aplicada.

Poincaré afirmava, ao justificar a importancia de seus métodos qualitatives, que

162




163

eles sdo 1teis por dois motivos: porgue podem facilitar a busca das solucoes pelos
métodos guantitativos e porque possuem interesse em si mesmos. Cada um dos
motivos citados ¢ justificado por uma analogia.

Para justificar a importancia interna dos métodos qualitativos Poincaré emprega-
va uma analogia com outra drea da prépria matematica: a resolucido das equagoes
algébricas'. Nesta drea, como jd comentamos anteriormente, ¢ estudo qualitativo
pode fornecer alguns referencials para se chegar a solugao explicita.

A palavra analogia ndo ¢ empregada por acaso: Poincaré defende a analogia como
o principal guia para se extrair uma lei da experiéncia®.

“EEm uma palavra, para extrair da experiéncia a lei, é preciso generalizar{...). Mas
como generalizar? Evidentemente. toda verdade particular pode ser estendida de uma
infinidade de maneiras. Entre os mil caminhos que se abrem diante de nods, é preciso
fazer nma escolha, ao menos provisoria; nessa escolha, quem nos guiard?

56 pode ser a a.nalogia”(P(_)I'_\*CARE, 1995, p.91 e 92).

E justamente por possibilitar uma analogia estrutural entre as diversas realidades
fisicas que a matematica serve a fisica:

“Fm suma, o objetivo da fisica matemadtica ndo ¢ so facilitar ao fisico o cdlculo
numérico de certas constantes, ou a integracao de certas equacoes diferenciais.

Mais ainda, ele é sobretudo o de facilitar ao fisico o conhecimento da harmonia
oculta das coisas, fazendo com que as veja sob uma nova perspectiva”(P()INCARE,
1995, p.94).

Ja mencionamos que Poincaré reintroduz a geometria na mecanica celeste; a geo-
metria, que havia sido expulsa pelos analistas do século XVIIE como um entrave ao
avancgo desta ciéncia; mas, na realidade, trata-se de uma nova geometria. Poincaré,
contudo, raramente privilegia uma drea da matemadtica em detrimento de outras;
a0 invés disso, ataca varias dreas ao mesmo tempo, mostrando as relacoes que elas
mantém. Sob o ponto de vista de Poincaré, a andlise matem:itica nunca deixou de

ser um instrumento fundamental da fisica matematica:

YA teoria das curvas algébricas também é mencionada por Poincaré como uma analogia interna.

*Seguremos, nesta segdo, o raciocinio de Poincaré em O Velor do Ciéncia. Para uma discussio
mais ampla sobre ¢ papel da analogia na cbra de Poincaré, principalmente na discussdc sobre
a refagdo entre a matematica e a fisica, indicamos alguns textos de Michel Paty. Por exemplo,
(PATY, 1908-1999), sobretudo sobre o papel da equacio diferencial como signo da abordagem fisico-
mateindtica; ¢ ainda, sobre a analogia matematica e seu papel na fisica , (PATY, 2000}.
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“A anilise matematica (...) nao sera portanto um jogo imitil do espirito? Dla
s6 pode dar ao fisico uma linguagem cémoda; ndo serd esse um servigo mediocre,
do qual se poderia até prescindir? E nao seria até mesmo o caso de temer que
essa linguagem artificial seja um véu entre a realidade e o olho do fisico? Longe disso:
sem essa linguagem, a malor parte das analogias intimas das coisas permaneceria para
sempre fora do nosso conhecimento; e teriamos sempre ignorado a harmonia interna
do mundo, que é, como veremoes, a iinica verdadeira realidade objetiva” (POINCARE’-,
1995, p.8).

Por outro lado, as analogias fisicas servem ao matemadtico para guid-lo sobre os
problemas importantes a resolver, fornecendo um pressentimento da resolugao antes
gue um raciocinio rigoroso seja estabelecido. Segundo Poincaré, a relacio entre fisica
e matematica, ou entre as diversas fisicas ou as diversas matemadticas, faz-se sobretudo
por analogia.

Compreendemos, entdo, a segunda motivagao do ponto de vista qualitativo, con-
forme descrita por Poincaré: os métodos qualitativos sdo interessantes em st mesmos,
porgue podem fornecer diretamente algumas respostas aos problemas da mecanica
celeste. O valor préprio da abordagem qualitativa é justificade por sua importancia
para o estudo de fenomenos fisicos, fendmenos dinamicos dos quais a mecdnica celeste
é um paradigma.

“Explico-me: como 0s antigos compreendiam a lei? Era para eles uma harmonia
interna, por assim dizer estatica e imutavel; ou entdo era como um modelo que a
natureza tentava imitar. Para nds, uma lei nao ¢ mais isso, de modo algum; é uma
relacdo constante entre o fendmeno de hoje e o de amanhd; em uma palavra, ¢ uma
equacao diferencial.

Essa é a forma ideal da lei fisica: pois bem, a lei de Newton foi a primeira a tomar
essa forma. Se, em seguida, tal forma foi incorporada a fisica, foi precisamente copian-
do tanto quanto possivel a lei de Newton, imitando a mecanica celeste” (POIL\TCARE,
1995, p.111).

Pela sua relevancia na descricao de fendmenos naturais importantes, as equacgoes
diferenciais ganharam wm estatuto na atividade matematica, isso se deu ja com

Newton e sua let da gravitacdo que, segundo Poincaré, é o primeiro exemplo de




equacao diferencial. Poincaré funda novos métodos para se atacar o problema posto
por uma equagao diferencial, problema que depende intimamente da pergunta que se
pretende responder. Insistimos que. com Poincaré, é a prdopria nocao de solugao do
problema das equacdes diferenciais que se modifica. Enquanto nos trabalhos de seus
predecessores a solucao do probleina se identificava com a solugio da equacdo, Poin-
caré propoe agora que as propriedades qualitativas do conjunto de solucdes podem ser
encontradas sem que as respectivas solugoes sejam explicitadas, possuindo tais pro-
priedades interesse ent si mesmas, relativamente s perguntas que se quer responder
sobre o comportamento das solugdes.

Issas perguntas podem estar sendo motivadas por problemas fisicos, como é o
caso da mecanica celeste, mas o encadeamento interno das idéias matemadticas que
irao advir ¢ autonomo em relacao a fisica que as inspirou. A relacao de analogia
do problema fisico com a matemadtica é exterior 4 matematica, incidindo mais sobre
o matematico que a concebe que sobre as idéias matematicas propriamente ditas.
Contudo, e esta é uma pergunta verdadeiramente intrigante, uma vez constituida a
teoria matematica, ela pode, efetivamente, vir a se aplicar a fisica. Deixemos de lado,

por enquanto, essa questiio, scbre a qual voltaremos a falar em nossas conclusaes.

7.1.1 A introducao do problema da estabilidade

Poincaré inicia a terceira parte do artigo “Sur les courbes définies par une équation
différentielle” analisando o caso especial das singularidades de tipo centro e sua re-
facho com o problema da estabilidade. E nela que ele propoe pela primeira vez uma
definicio de estabilidade, inspirada na analogia com os problemas da mecanica celeste.

J& tivemos a oportunidade de comentar que as trajetorias periddicas possuem
wn papel fundamental na andlise qualitativa de Poincaré. Isto se deve, em parte,
4 importancia desse tipo de solugdo nos problemas da mecanica celeste. Vimos a
énfase com que Lagrange e Laplace buscavam demonstrar que as desigualdades que
apareciam nos desenvolvimentos analiticos eram periédicas. Lagrange, e mesnmo Eu-
ler?, j4 haviam dado exemplos de solugoes periédicas propriamente ditas. mas Hill

+

serd o primeiro a dar um exemplo de solugao periédica no problema dos trés corpos,

Solugoes homograficas.
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empregando-a, além disso. como “uma brecha” para a analise das solugoes que estao
em sua vizinhanca®, Como jd observamos, enfocar o conjunto de solugbes em lugar
de uma solucio individual é justamente a novidade do ponto de vista qualitative de
Polincaré, no entanto, Hill empregou uma abordagem de mesma natureza em sua ex-
posicao da teoria da Lua. Nio se trata de uma coincidéncia: Poincaré foi influenciado
pelos trabalhos de Hill, que efetivamente foi o primeiro a demonstrar um resultado
de cstabilidade, para o case particular do movimento da Lua.

Mas voltemos & terceira parte da memoria de Poincaré, onde o problema da estabi-
lidade torna-se central. Na verdade, ¢ neste momento que Poincaré passa a denominar
as solugdes como trajefdrias e reescreve a equacido tomando o tempo como variavel
independente. A abordagem qualitativa torna-se menos justificada pelo que ela pode
ajudar na resolucio quantitativa e, consegiienfemente, mais autonoma. Com a refor-
mulardo do problema, a analogia com os problemas da mecanica celeste torna-se mais
freqiiente.

Nas duas primeiras partes da memaria, Poincard trata implicitamente de questoes
relacionadas A estabilidade. Basta examinar os exemplos em que considerava o mo-
vimento de um ponto mdvel no plane, onde colocava questdes tals como: Existe uma
regido do plano onde o ponto mével permaneca? Este ponto descreve uma curva
fechada?

Esses exemplos correspondem a casos em que as trajetorias podem ser encontradas
explicitamente. No primeiro, trata-se de um caso especial onde todas as trajetérias
sao curvas fechadas, e o resultado em que a trajetéria retorna exatamente ao seu ponto
de partida é interpretado como um caso de estabilidade completa. Em seguida, para
dois exemplos de primeira ordem e grau superior, a trajetéria pode retornar infinitas
vezes no interior de wm ciclo, tdc pequeno guante se queira, em torno do ponto de
partida; a diferenca entre os dois exemplos é que, em wm, a trajetoria por umn certo
ponto permanecerd no interior de uma coroa circular e, no outro, ela ird preencher
todo o planc. Jd em um guarto exemplo, se uma trajetdria sai deste ciclo, ela ndo
retorna e diz-se que ela ¢ instavel. E neste mesmo sentido que, no quinto exemplo,

a trajetéria considerada é instdvel, com a diferenca de que, neste caso, existe uma

“Referimo-nos 4 citagio de Poincaré que se encontra no terceiro capitulo de nossa tese e ao
trabalho de Hill (HILL, 1878).



167

corda cireular tal que, todas as trajetdrias que possuem ponto inicial dentro da corda,
nela permanecem indefinidamente.

Analisaremos em detalhe esses exemplos para mostrar que Poincaré, nas primeiras
partes do trabalho, ndo apenas inclufa a preocupacio com a estabilidade, mas tinha
uma idéia clara dos exemplos matemiticos no plano que corespondiam, por analogia,
a estabilidade a ser demonstrada em dimensées superiores,

Na terceira parte, Poincaré observa entdo que, de acordo com o resultado de clas-
sificacao local em dimensio dois®, para o caso das cquagdes polinomials de primeira
ordem e primeiro grau, as trajetérias estaveis s8o os ciclos e as instdvels sac as espi-
rais. Conclui entdo, visto ser excepcional a circunstanecia em que as trajetorias sao
ciclos, que a instabilidade é a regra e a estabilidade a excecdo. Notemos que, neste
enunciado, a estabilidade é propriedade de uma trajetdria e o tinico caso de estabili-
dade ¢ equivalente a estrita periodicidade. Esta segunda restricdo serd eliminada com
a definicdo de estabilidade que Poincaré apresentara loge em seguida:

“Nous dirons que la trajectoire d’un point mobile est stable, lorsque, décrivant
auvtour du point de départ un cercle ou une sphére de rayon r, le point mobile, apreés
étre sorti de ce cercle ou de cetie sphére, y rentrera une infinité de fois, et cela, quelque
petit que soit v (POINCARE, 1885a).

A estabilidade continua sendo atributo de uma trajetéria, mas passa agora a diferir
um pouco da solucao periddica. Poincaré observa que um ponto mével, descrevendo
uma trajetéria estavel, goza de um tipo periodicidade de natureza particular. Enfati-
zando o ponto de partida, pelas razdes que vimos sobre a manutengao da configuragéo
inicial dos astros, a estabilidade é obtida quando o sistema volta a se aproximar in-
finitas vezes desta configuracdo. Este tipo de estabilidade é exatamente a gue havia
stdo proposta por Poisson e que passard a se chamar, mesmo nos trabalhos futuros
de Poincaré, “estabilidade de Poisson” (“stabiliié ¢ la Poisson”).

Em um artigo recente de histdria da matematica que analisa o ponto de vista
qualitativo de Poincaré, Chabert e Dalmedico(CHABERT & DAHAN DALMEDICO,
1992} afirmam que a estabilidade, para Poincaré, era propriedade de uma trajetoria

individualmente. Nossa opiniac € que esta conclusio ¢, no minimo, precipitada. Foi

STerceiro capitulo desta tese.
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Poincaré o primeiro a analisar o conjunto de trajetérias como um todo, a estabilidade
ndo podendo ser, para ele, uma questdo individual de cada trajetéria. Mesmo se isto
for verdade quanto a defini¢do da estabilidade gue acabamos de mencionar, Poincaré
afirmard em seguida que a inportancia desta definicao € apenas tedrica, visto que, na
priatica, é preciso deterininar uma regiao do espacgo onde o ponto moével permaneca
indefinidamente(POINCARE, 1885a). Nos exemplos que descrevemos, que nos sio
apresentados nas duas primeiras partes, Poincaré ja procurava determinar uma regiao
deste tipo, empregando para isto a presenca de um ciclo sem contato que, uma vez
atravessado pela trajetdria, garantiria a impossibilidade de seu retorno.

Na continuacao da terceira parte, Poincaré procurard sempre determinar se existe
uma regiao em que as trajetérias permanecam indefinidamente, Estabelecer regices
deste tipo permite reduzir a descricao global do comportamento das trajetorias a
andlise do comportamento nestas regiGes, uma vez que elas contém informacoes in-
teressantes sobre o conjunto de trajetdrias. Bsta qualificacdo de informacgoes inte-
ressantes ¢, como dissemos na secdo anterior, diretamente relacionada aos problemas
astronomicos nos quais elas se aplicam. A identificacao de sub-conjuntos interessantes
do conjunto de trajetérias também estava em jogo, por exemplo, quando faldvamos
dos “comportamentos assintéticos” no terceiro capitulo.

Mas, por enquanio, nesse trabalho de Peoincaré-- no dnice caso em que podemos
ter uma visao global das trajetorias— temos, em geral, espirais, que nunca retornam
a vizinhanca de seus pontos de partida e nem permanecem em uma regido dada.
A estabilidade s6 ¢ obtida quando todas as trajetdrias sdo ciclos, mas trata-se aqui
de um caso extremamente excepcional. O seatido da palavra ezcegdo neste contexto
esta associado a excepcionalidade de uma singularidade de tipo centro, como vimos no
segundo capitulo, Justamente por esta razao, Poincaré dedica um capitulo especial
ao que ele chama de Teoria dos Centros, que mercce ser analisado em detalhe, se
desejarmos investigar o significado matematico da nocao de excegdo, tal como ela é

empregada, por ele, naquele momento.
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7.1.2 “O caso fisicamente importante é matematicamente
excepcional”

No caso bidimensional, mapeado sobre a esfera, s6 ha estabilidade completa no caso
em que a esfera é inteiramente recortada por trajetérias fechadas. Poincaré afirma,
entao, que esta situacdo é excepcional wna vez que, para obté-la, precisamos garantir
que um numero infinite de condicbes possam ser satisfeitas simultaneamente.

Mas é justamente este o caso que se refere as ditas “equacdes gerais da dinamica”,
denominacao usada, na época, para designar o caso que hoje conhecemos como “con-
servativo”, isto ¢, onde ha conservacao de energia, e que corresponde particularmente
aos problemas da mecanica celeste. No entanto, se exaninarmos a participacao dos
sistermas deste tipo no conjunto de todos os sistemas dinamicos, saberemos que eles
sd0 extremamente excepcionais. Mesmo sem trabalhar diretamente sobre o conjunto
dos sistemas dinamicos, Poincaré (bem como Birkhofl) ja tinha uma forte intuigio
sobre este fato. Que sistemnas dinadmicos de cardter excepcional recebam o nome de
“equagoes gerais da dinamica”, indica wma separacdo ou uma independéncia entre
a excepcionalidade fisica ¢ a excepcionalidade matematica. Acreditamos que essa
denominacao se refere & importancia fisica dessas equagoes.

Poincaré comeca a terceira parte de sua memdria pela andlise do caso excep-
cional sobre a esfera. Sua descricio local das vizinhancas das singularidades, que
analisamos no segundo capitulo, fazia uso das raizes de uma certa equacao {equagio
caracteristica) associada aos termos lineares do desenvolvimento em série de X e Y,
que sdo as fungoes que definem o sistema diferencial em duas dimensoes.

Quando as rafzes sao imagindrias puras, a singularidade do sistema linear é um
centro. Perturbando esta situacao inicial, isto é, considerando o caso nfo-linear,
o centro em geral nac se mantém. Sabemos, no entanto, pela classificacao global,
que as trajetorias, quando ndo sdo ciclos, s&o espirais, o que resolve o problema da
classificagdo local. Este foi o procedimento empregado por Poincaré para resolver o
problema da linearizacdo local. Possulr uma singularidade de tipo centro jé é uma
situagao excepcional, devido 4 exigéneia de que as raizes sejam imagindrias puras
(caso excepcional de mimero complexo). Assim. ndo podendo estudar a equacao a

partir da sua aproximacao linear, Poincaré procura encontrar uma integral F desta



equacio que scja constante, F(x,y) = cte, sobre as trajetérias do campo (X, }Y')
que sdo curvas de nivel da funcao. Parte-se da suposicao de que sabemos que estas
trajetorias sao ortogonais as trajetorias do campo gradiente associado a F, isto &,
(VF (X, Y)) =0,

Utilizando fortemente a hipétese de que (.X.Y') é um campo polinomial, Poincare
husca determinar a funcao F a partir dos termos F, na expressdo F = Fy+Fy+Fi4 ..,
supondo, por hipétese, que ela ndao deve conter termos de grau 0 e 1. Conclui-
se, entdo, que Fy = % 4 y? a menos de wma mudanca de coordenadas linear. Os
outros termos serao encontrados por um raciocinio andlogo ao que era empregado nos
problemas da mecanica celeste: procuramos os termos F,, iterativamente a partir
dos F;, utilizando coordenadas polares (p,w) e supondo que todos os £} possuem
apenas termos frigonomeétricos em seus desenvolvimentos em série. No entanto, surge
um problema quando se chega na determinacao do termo F) pois este termo depende
da integracao de uma expressio do tipo Cy + Chcos(2w) + Dosen(2w) + ...

Os termos C; e D; sdo constantes e a constante Cy possui um papel andlogo ao
dos termos seculares, uma vez que, se Cy nao se anula, existe um termo proporcional
a w na expressao de Fy. Isto contraria a exigéncia inicial de que todos os termos da
expansio cm séries dos F; sejam trigonométricos e este mesmo problema reaparece
para todos os F; em que ¢ é par.

Mas, se as constantes em questao sao todas nulas, podemos construir a funcao F
deste modo, assegurando que a singularidade é um centro e todas as trajetorias sao
fechadas. Todavia, ndo podemos afirmar reciprocamente que, se tais constantes nio
se anulam. a singularidade niao ¢ um centro. Isto porque o termo ndo periédico que
aparece, fora das fungdes trigonométricas, pode ser devido, por exemplo, & expansao
em série da funcao seno. E sobre este ponto que intervém wma inovacao em relacao
ao tratamento classico dos problemas da mecanica celeste: os ciclos sem contato de
Poincaré®. O fundador do ponto de vista qualitativo demonstra que se as constantes
ndo siao todas nulas ao mesmo tempo, podemos construir uma familia de ciclos sem

contato em torno da singularidade e, como sabemos de resultados anteriores (que

6Nés os definimos no capitulo trés.
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comentamos no terceiro capitulo), a prescnga de um ciclo sem contato indica nsta-
bilidade, isto ¢, que uma curva que o atravessa em um sentido nao poderd voltar a
intercepta-lo.

Se no desenvolvimento da funcao F encontramos um termo de ordem par, cuja
expansdo nac contém tertno constante, devemos continuar o mesmo processo até en-
contrar um termo que contenha uma constante nao nula que indique a presenca de um
ciclo sem contato, logo instabilidade. Poincaré observa, neste ponto, a diferenga entre
este método e o seu andlogo na mecinica celeste, observando que, nos procedimentos
tradicionais. a presenca de um termo secular ndo nos permite concluiy imediatamente
pela instabilidade das trajetérias, uma vez que este termo pode ser produto da ex-
pansao da funcio seno ou que as séries podem ser divergentes. O método de Poincaré
permite afirmar a instabilidade assim que encontramos o “termo secular”, mesmo que
a série que define a fungdo F ndo seja convergente’.

Por outro tado, para garantir a estabilidade. torna-se necessdrio verificar se todas
as constantes sao nulas®. Mas estas constantes sdo em mimero infinito e ndo sabemos
como reconhecer se um ndmero infinito de condicdes é satisfeito. Isto leva Poincaré
a afirmar que a instabilidade ¢ a regra e a estabilidade, a exce¢io”.

Podemos empregar um argumento andlogo em dimensdes mais altas. Ja vimos
que, ao aumentar a dimensao dos problemas, Poincaré ird introduzir novos métodos,
como as se¢oes que levam seu nome. Também jd dissemos que uma das inspiragoes
para a invencao deste método de secoes foi a conjectura de que existe sempre uma
solugao periddica que pode funcionar como centro organizador da descrigao das ou-
tras solugdes em sua vizinhanca. Isto é feito a partir de certas equacées de variagdo
que introduzem um sistema de coordenadas local na vizinhanga da solugdo periddica,
sendo este conveniente para representar as outras solucoes de sua vizinhanca. Redu-
zindo a duas dimensoes o estudo das trajetdrias vizinhas & curva fechada, Poincaré

emprega 0 mesmo raciocinio que acabamos de citar, desta vez para determinar os

"Na verdade serfio necessdrios alguns ajustes na demonstragic de Poincaré, realizados por
Hadamard.

%A anulagio das constantes é uma condigdo necessaria para que tenhamos um centro; Poincaré
demonstra também que esta condigio € suficiente.

?0 raciocinio empregado aqui ¢ como um algoritme para encontrar constantes nde nulas. Pode-
mos dizer que garantimos a instabilidade sempre que o algoritmo termina, enquanto a estabilidade
corresponde a um algorifimo infinito.
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valores dos expoentes caracteristicos A, ¢ 'Y,

Se estes valores sdo imagindrios puros. temos um caso andlogo ao de um centro
em dimenséo dois. O raciccinio que empregamos para a situacao bidimensional é
pois analogo até um certo ponto. Como no caso anterior, a solubilidade do problema
depende da anulagio de certas constantes e se estas nao se anulam, podemos, seguindo
o exemplo dos ciclos sem contato, construir superficies sem contato em torne da
trajetoria fechada, o que indica instabilidade.

Poincaré enuncia da mesma forma a razao pela gual a estabilidade parece ser
excepcional:

“Le cas ou tous les Cy sont nuls semble d'abord irés exceptionnel, puisque, pour
le rencontrer, il fout rempliv une infinité de condifzons ; il n'en est pas moins trés
important, non seulement a cause des difficultés spéciales qu’il présente, mais encore
parce que ¢’est celus sur lequel on tombe en dtudiant les équations générales de la
Dynamigue” (POINCARE, 1886a, p.207)!.

H4, no entanto, uma diferenca fundamental. Desta vez, Poincaré propde um
método para reconhecer a priori se estas constantes sdo nulas. A existéncia de uma
funcao M real. positiva, holomorfa em 2. y e '*. bem determinada em todos os pontos
da trajetdria fechada, satisfazendo

d(MX)  dAY)  d(M)

= {
dx dy TR :

garante de antemao a anulacac de todas as constantes, mesmo que elas sejam em
numero infinito.

A integral desta funcao, que j& havia sido utilizada por Liouville, ird se chamar
mais tarde invariante integral. Poincaré demonstra, na verdade, que a existéncia de
um invariante integral garante que nao existe superficie sem contato. o que leva a

conclusao de que as constantes se anulam.

Y0s mesmos que apareceram no quarto capituio.

UPodemos hoje enxergar este problema do ponto de vista da variedade de sistemas, que possui
dimensao infinita. O caso considerado por Polncaré é, nesta variedade, um sub-conjunto de codi-
mensdo infinita. Isto € justamente o significado da anulagio de 1m ndmero infinito de constantes e,
Mmesmo que, em sua época, ndo se tivesse a definiche de wma variedade de sistemas, Poincaré nao
estava longe de perceber a excepcionalidade, sobre esta variedade, dos sistemas considerados em sua
“teoria dos centros™.

2 Coordenadas do sistema de coordenadas local, introduzido na vizinhanca da trajetéria fechada.
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Lindstedt havia desenvolvido um método de aproximacoes sucessivas para ga-
rantir a inexisténcia de termos seculares, mas a aplicabilidade deste método exigia
um nimero excessivo de hipdteses. Poincaré demonstra que a equagio estudada por
Lindstedt possul um invariante integral, mostrando que o método em questao possul
de fato uma generalidade muito maior do que se supunha.

Até aqui a analogia com a teoria dos centros em duas dimensées é perfeita. Mesmo
o invariante integral teria o mesmo papel no primeiro caso, com a ressalva de que, para
uma equacao de primeira ordem, a sua existéncia € equivalente A existéncia de um
fator de integragio, que resolve o problema analiticamente. A diferenca fundamental
entre o caso bidimensional ¢ o que tratamos agora é a presenca de pequenos divisores,
que podem fazer com que as séries divirjam.

Sem investigar propriamente os efeitos destas dificuldades, o que serd feito em
trabalhos posteriores, Poincaré termina sua meméria comentando qgue a complexidade
intrinseca dos problemas da mecdnica celeste é conseqiiéncia dos pequenos divisores

e da guase-comensurabilidade dos movimentos médios.

7.2 OQOutras definicoes qualitativas para a estabili-
dade: uma questao fisica ou matematica?

O novo ponto de vista de Poincaré ndo teve, de inicio, muitos seguidores. Na verda-
de, 6 podemos falar de uma retomada massiva da andlise qualitativa das equacgoes
diferenciais em meados do século XX, Neste meio tempo podemos falar de pesqui-
sas pontuals, que mantinham interrelacoes, mas que ndo chegavam a constituir uma
escola ou wma nova teoria.

Acompanharemos nesta secdo, mesmo que de forma bastante resumida, as defi-
ni¢oes e estabilidade em cutros problemas ou entdo feitas por outros pesquisadores,
associadas ao ponto de vista qualitativo e partindo de duas vias distintas: a nocio
de estabilidade no problema das figuras de equilibrio de um fluido e as primeiras

redefinicdes da estabilidade do sistema solar.
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7.2.1 Estabilidade do equilibrio: a importancia de Lyapunov

Os trabathos mais importantes de Poincaré sobre as figuras de equilibrio de um fluido
em rotagao sao publicados por volta de 1885, mesmo ano da publicagao da terceira
parte do artigo “Sur les courbes...”. No entanto, a nocdo de estabilidade aplicada
nestes problemas difere consideravelmente daquela que analisamos até aqui pois, para
a nocao de estabilidade empregada em scus trabalhos sobre o eqguilibrio dos fluidos,
Poincaré val se servir da definicdo empregada por Thomson e Tait'®. Poincaré se
interegsa nao somente pela questdo da estabilidade, mas também pelo problema da
variedade das formas de equilibrio.

Neste contexto introduz-se o nome de Lvapunov, ja mencionado anteriormente,
embora sem a devida importancia. Comentamos também que Thomson e Tait usavam
uma aproximacao linear do problema da estabilidade e serd justamente contra esta
simplificacdo nao justificada que ira se voltar Lvapunov.

Os trabalhos, tanto de Poincaré quanto de Lyapunov, produzidos independente-
mente nm do outro, terao por objetive tornar mais rigorosos os métodos tradicionais,
O livro mais conhecido de Lyapunov, na verdade sua tese de doutorado, foi pu-
blicado em russo em 1892 e traduzido em francés em 1907 como Probléme général
de la stabulité du mouvement{LYAPUNOV, 1907). Nesta obra Lyapunov menciona
especificamente a memdria de Poincaré “Sur les courbes définies par une égquation
différentielle” como tendo influenciado este trabalho. No entanto, a opiniao de Lya-
punov sobre os artigos de Poincaré relativos as figuras de equilibrio ndo é 14 tdo boa.
Veremos resumidamente de que tratam estes trabalhos, procurando enfatizar suas
diferencas.

Lyapunov comeca a trabalhar sobre este assunto em 1884, em sua tese de mestrado,
que ¢ traduzida para o francés com o titulo Sur lo stabilité des figures ellipsoidales
d’équalibre d'un Liquide animé d’un mouvement de rotation{LYAPUNOV, 1904). Esse
matematico russo emprega aqui, com o fim de justificar o principio de estabilidade
de Thomson e Tait, uma adaptacac da demonstracao de Dirichlet do teorema de

Lagrange, para o caso de um fluido. Mas Lyvapunov nao fica satisfeito com sua

¥ Na verdade, Poincaré menciona apenas o nome de Thomsen, referindo-se provavelmente a tra-
balhos anteriores ao livro.



demonstracao, que considera ainda ponco rigorosa.

Lyvapunov toma conhecimento dos trabalhos de Poincaré, pouco tempo apos ter
finalizado sua tese, iniciando com este uma correspondéncia. que se estendeu pelos
anos de 1885 ¢ 1886(SMIRNOV & YOUCHKEVITCH, 1987). Na primeira destas
cartas, Lvapunov envia a Poincaré um exemplar e russo de sua tese, de cujo conteido
o francés pade tomar conhecimento por meio de nma andlise dela feita por Radau.

Na segunda carta, tendo sido argiiido sobre a diferenca entre os seus trabalhos e
os do matem:tico frances. Lyvapunov afirma que. enquanto os trabalhos de Poincaré
tratam de questoes diversas {como a diversidade das possiveis figuras de equilibrio),
o dele se interessa sobretudo pela questao da estabilidade. Acrescenta, em seguida,
gue um ponto em comum entre eles ¢ o uso que ambos fazem das fungoes de Lamé,
a respeito das quais Lyvapunov cita explicitamente Liouvilie, o que nfo ¢ feito por
Poincaré!*,

Mas na carta seguinte, Poincaré percebe a diferenca enire a definicio de estabili-
dade de Lyapunov e a sua, o que o leva a pedir novos esclarecimentos:

“QO que devo entender por esta nova definicao da estabilidade, que apds uma
perturbacio suficientemente pequena o liguido deve se distanciar tdo pouco quanto
se queira da figura de equilibrio, ao menos tanto tempo que nido se produza, na
superficie. saliéncias sob a forma de filetes ou de laminas, tao delgadas quanto as
supomos, em outros termos para que nao hajam rugas. O que sdo estas saliéncias,
estes filetes, estas laminas e estas rugas?”'°.

Lyvapunov responde, entao, que se considerarmos perturbacgoes iniciais genéricas,
pode acontecer que, apds perturbagoes infinitamente pequenas, a figura do fluido
se afaste muito da figura de equilibrio. Mas se isto se dd apenas por deformacdes
que geram saliéncias delgadas e infinitamente vizinhas, podemos considerar que te-
mos estabilidade. Sobre esta consideracdo ird se basear a definigcdo matematica da

estabilidade proposta por Lyvapunov.

40 problema das figuras de equilibrio é propesto a Lyapunov por Tchebychev, que havia encontra-
do Liouville em Paris em 1852. E possivel entdo, como observam Smirnov e Youchkevicht(SMIRNOV
& YOUCHKEVITCH, 1987), que Licuville tenha chamado a atencéo do Tehebychev sobre o assunto.

BeQue dois-je entendre por cette nouwvelle définition de lo stabilité gqu'aprés une perturbation
suffisarnment petite le Hquide doit s’carter aussi peu gu’on voudra de la figure d’équalibre au moins
ausst longtemps qu’d ne se prodwit pes, a lo surfoce, de saillies sous forme de filets ou de lames,
quelque mince qu’on les suppose, en d’aufres termes pour qu’il n'y o pas de rides. Qu'est-ce que ¢’est
ces swillies, ces filets, ces lames et ces rides? (SMIRNOV & YOUCHKEVITCH, 1987, p.7-8)
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Ao fim desta correspondéncia, Lyvapunov serd mais enfatico em relagao as suas
divergéncias com Poincaré, sobretudo porque este itimo nao estende a precisio de
suas demonstracoes além da primeira aproximagao. E interessante notar que sera
Lvapunov a desenvolver os métodos que trazem uma nova visio sobre o problema e
estes métodos serdo mais proficuos que os do préprio Poincaré (no estudo das figuras
de equilibrio), no que tange a defini¢io de estabilidade e o estudo das formas nao
lineares. No entanto, isto s6 ficard mais claro em sua tese de doutorado, que diz
respeito ao problema geral da estabilidade do movimento.

Os métodos anteriores tratam da estabilidade do equilibrio apenas quando existe
uma funcao potencial, o que torna pequeno o dominio de sua aplicabilidade. E na
tentativa de encontrar outros mérodos para verificar a estabilidade do equilibric em
CASOS mais gerals que se insere o iltimo trabalho de Lyvapunov que acima citamos ¢
que inicia com uma definicao de estabilidade que adaptamos assim:

Uma solucdo, digamos x(#), que possul como condicio inicial z4(fg), ¢ estavel se
todas as solugoes passando por condicdes iniciais ;(tg), suficientemente proximas de
To(ty). permanecem proximas de x(t) para £ > to. Se, além disso, estas solugdes
tendem para z(t) quando t — o0, esta solugdo é dita assintoticamente estdvel.

Esta claro que a estabilidade de uma trajetéria, para Lyvapunov, depende do com-
portamento das ontras trajetorias que se iniciam em sua vizinhanca. Isto quer dizer
que esta definicdo se insere no conjunto das trajetorias, distanciando-se completamen-
te da definicdo da estabilidade de uma trajetéria individual. Comentamos anterior-
mente gue Poincaré ndo se ateve a defini¢do da estabilidade de uma certa trajetoria,
mas nao podemos negar, por outro lado, que a definicdo de Lyapunov representa
um avanco em relagdo & definigdo anterior, s¢ queremos penetrar no conjunto de
trajetorias, atitude da qual o préprio Peincaré nos ensinou a enxergar as vantagens.

Com esta ferramenta, o trabalho de Lyapunov ird se debrucar sobre outros pro-
blemas, por exemplo, a inversao do teorema de Lagrange. Este teorema fornece uma
condicao suficiente para a estabilidade mas nao se sabia se havia um equilibrio instdvel
guando o potencial ndo atingisse um minimo. Lyapunov demonstra, sob condigées
restritivas, a reciproca do teorema de Lagrange. Em particular. se pelo mencs uma

das raizes da equagdc associada a aproximacio linear possui parte real diferente de
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zero, pode-se concluir pela instabilidade.

Haveria muitos outros aspectos da obra do matemdtico russo a serem mencionados,
no entanto, interrompemos nossa andlise aqui. Para uma analise histdrica um pouco
mais aprofundada dos métodos apresentados no livio Probléme général de la stabilité

du mouvement, indicamos win artigo de Jean Mawhin [MAWHIN, 1994).

7.2.2 A contribuicao de Levi-Civita

Desde 1897 o matematico italiano Tullio Levi-Civita teve uma importante partici-
pacao na discussao do problema da estabilidade, partindo seguramente do ponto de
vista qualitative. Seus primeiros trabalhos criticam. como Lyapunov, a atitude “line-
arista” pouco rigorosa dos autores ingleses. Tendo sido explicitamente influenciado
por Poincaré e Lyapunov, suas pesquisas possuem, no entanto, estilo préprio. Sobre
a especificidade do ponto de vista qualitativo de Levi-Civita indicamos o importante
trabatho de Dell’Aglio e Israel (DELLAGLIO & ISRAEL, 1989). Este matematico
italiano utiliza uma definicio de estabilidade andloga a de Lyvapunov, mas obtida in-
dependentemente. O que torna proximos os trabalhos do russo e do italiano é que
ambos, em um primeiro momento, se servem diretamente da definicio de estabili-
dade de Lagrange e da demonstragio de Dirichlet para readaptd-los ao problema da
estabilidade do equilibrio de wm fluido!®.

Antes do inicio do século XX jd sdo originalinente empregados, em seus trabalhos,
ferramentas como as secdes de Poincaré e as transformacoes de pontos e é a partir
destes métodos que ele analisa a estabilidade de solugoes periddicas que serao impor-
tantes no problema restrito dos trés corpos. Estes resultados estdao resumidos em um
artigo publicado em 1901, “Sopra alcuni criteri di instabilita” (LEVI-CIVITA, 1901},
citado varias vezes por Birkhoff como também por Lattes em seus trabalhos sobre as
transformacoes pontuais.

Ele demonstra entao, usando o método de secoes de Poincaré, que uma solucao

periédica ¢ estdvel apenas se os expoentes caracteristicos'” sao todos imagindrios

YDell’ Aglio e Israel observam que Levi-Civita, em um dado momento, denomina sua condigio de
“stabililita incondizionata elfe Dirichlef”, ¢ isto se deve 1o fato de que, sua defini¢io de estabilidade
¢ obtida interpretando-se a definicho clissica de equilibrio estdvel em um espaco de configuracoes
com uma representacio geoméirica, espaco que sle denominava “spazieo degli o tti di moto”.

Y Lembremos que é considerada a transformacio discreta.
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puros. Esta conclusiao é uma generalizacao, obtida por outros métodos, do resultado
de Lyapunov que mencionamos na secao anterior.

Para o problema restrito dos trés corpos, de que falaremos na secdo seguinte,
Levi-Civita conclui pela instabilidade, no sentido de que, partindo de wma solug¢io
periddiea, as outras soluctes, tomadas inicialmente tdo proximas quanto se queira,
terdo wma distancia maior que um valor dado, apds um intervalo de tempo suficien-
temente grande'®.

Levi-Civita percebe que o teorema que ele acaba de obter esta de acordo com a
asser¢ao de Poincaré de que a instabilidade é a regra e a estabilidade é a excegéo,
wma vez que a estabilidade depende de uma circunstancia excepcional em que todos
08 numeros complexos sao imaginarios puros. Mas, para aceitar esta conclusio, ja que
do pounto de vista astrondmico tudo parecia levar & pressuposicido oposta, € preciso
diferenciar a estabilidade natural e a estabilidade matematica:

“Bisogna concluderne che la stabilitd naturale va intesa in un senso meno restri-

ttiwe” (LEVI-CIVITA, 1901, p.4}.

7.2.3 Uma nova visao sobre o problema da estabilidade do
sistema solar

No afd de saber o que acontece com n corpos se atraindo mutuamente segundo a
lel de atracao universal, havia-se tentado aumentar a precisio das aproximacgotes. Os
meétodos de aproximacdo podem ter sido tteis para as aplicaghes priticas, mas a
questdo da estabilidade possui um papel que ultrapassa a possibilidade de previsio:

“Ilne s'agit pas seulement, en effet, de calculer les éphémerides des astres quelques
annéees d’avance pour les besoins de la navigation ou pour que les astronomes puissent
retrouver les petites planetes déja connues. Le but final de la mécanique céleste est
plus élevé; il s'agit de résoudre cette importante question: la lot de Newton peut-
elle expliguer a elle seule tous les phénomenes astronomigues ?”(POENCARE 1891,
p.530).

Se a pergunta que atribui uma importancia primordial & questao da estabilidade é

a mesma para Poincaré e para seus antecessores, como Lagrange e Laplace, o que ele

¥¥Na verdade Levi-Civita prova isto para o caso em que os movimentos médios dos trés corpos
$80 comensuraveis.
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constdera uma resposta satisfatéria é algo bem distinto. Encerramos o capitulo an-
terior antes da consideracao do problema da convergéncia matemdtica das séries que
aproximam o movimento dos corpos celestes. A partir de Poincaré, a estabilidade dei-
xa de ser mm problema de aproximacao para se tornar um problema matemético que
diz respeito a convergéncia formal das séries. Estender a validade das aproximagoes
nao resolve o problema e Poincaré continua;

“On peut donc prevoir le moment on les méthodes anciennes, malgré la perfection
que leur a donnée Le Verrier, devront étre abandonnées définitivements. Nous ne
sérons pas pris au dépourvu’.

Isto porgue, se nao garantimos a convergencia, qualquer que seja 0 método de
aproximacfo, cle nio pode nos fornecer uma aproximacao infinita: o problema da
estabilidade é mais um problema tedrico do que um problema pritico.

Visto a complexidade do problema geral dos n corpos, Poincaré ira se debrugar
sobre o caso particular do problema dos trés corpos. Bruns havia demonstrado que
este problema néo possufa cutras integrais algébricas além das integrais classicas e
Poincaré demonstrou o mesmo resultado corrigindo algumas falhas em sua prova.

Passamos cntdo a citar os trabalhos de Poincaré, que se tornaram cldssicos, sobre
a mecanica celeste: o artigo “Sur les problémes des trois corps et les équations de la
Dynamigue” (?(}INCARE, 1890) e o lvro Les méthodes nouvelles de la Mécanique
céleste (POINCARE, 1892-1899), publicados o primeiro em 1890 e o segundo, em trés
volumes, entre 1892 ¢ 1899, Seus importantes resultados se referem, antes de tudo,
a convergéncia das séries usadas anteriormente. Poincaré mostra que o problema dos
trés corpos nao possui, além das integrais classicas, nenhuma integral analitica e uni-
forme, o que tem por conseqiléncia o fato de que a malor parte das séries empregadas
anteriormente para a integracio do problema nao convergem.

No desenvolvimento deste trabalho, Poincaré ird considerar. constaniernenie, o
problema restrito dos trés corpos'®, onde se enquadra, por exemplo, o sistema formado
pelo Sol, pela Terra e pela Lua. Este é um caso particular do que chamamos hoje um

sisterma hamiltoniano em quatro dimensdes que. por possuir uma funcdo invariante

¥ Esta palavra ¢ empregada pela primeira vez por Poincaré para designar o caso em que os dois
corpos principais se movem cm Orbitas semn excentricidade enguanto o corpo perturbado possui massa
desprezivel.
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representando a energia, pode ser modelado em um espago de trés dimensdes {quando
fixamos um valor para a energia).

Poincaré parte entdo de uma solucdo periddica para analisar as solugdes em sua
vizinhanca. Com este objetivo, ele comeca por estudar as superficies que sdo as-
sintoticas a esta solucio periddica. Procura. portanto, encontrar as equacgoes das
superficies assintéticas a uma solucdo periddica instdavel, que dependem de um cer-
to parametro g O objetivo inicial de Poincaré serd provar que as equagoes destas
superficies assintéticas podem ser representadas por séries infinitas convergentes, de-
pendendo de /i

Insere-se neste ponto o motivo da controvérsia em torno do prémio em homenagem
ao rei Oscar I da Suécia e da Noruega. Em 1885 havia sido anunciado, pelos Acta
Mathematica, wun prémio para aguele que conseguisse encontrar uma solugdo em série
de poténcias, convergente, para o problema dos n corpos quando n > 3. Mesmo
nao tendo fornecido a resposta ao problema®. o juri (composto por Mittag-Leffler,
Hermite e Weierstrass) resolveu atribuir o prémio a Poincaré, no inicio de 1889, pelas
inovacoes que este havia introduzido no modo de tratar as questoes da mecanica
celeste.

Mas a versao do trabalho de Poincaré que ganhou efetivamente o prémio, (POIN-
CARE, 1889}, continha um erro, justamente 1o que tange 4 convergéncia das séries
encontradas para representar as superficies assintoticas. A partir das propriedades que
ele supunha ter encontrado para estas séries, a saber que elas eram convergentes para
valores pequenos do parametro g, passa-se & construcdo das superficies assintéticas,
a partir do método de se¢oes que dé origem a um problema bidimensional®’. As su-
petficies assintoticas, sobre a superficie de secdo, sio representadas por curvas como
as da figura seguinte:

As curvas tracadas normalmente representam as intersecoes das superficies as-
sintéticas e O’ é ¢ ponto fixo que representa a solucdo periddica sobre a secdo. A
linha tracejada ¢ uma curva fechada que representa uma superficie préxima de ambasg
as superficies assintéticas. Esta curva possui uma auto-intersec&o em um ponto O e a

distancia entre O e (' é proporcional a ;. Baseado, entao, nas conclusaes equivecadas

““Na verdade constavam outras trés questdes, mas esta era a mais importante,
“'F, considerado um caso particular emn gue ha uma supcrficie de segio global.
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sobre a convergéncia das séries para y pequeno, Poincaré conclul que a curva BO'B’
deveria ser wma curva fechada, o que implicaria que as superficies assintéticas fossem
fechadas e, conseqiientemente, a estabilidade®.

Quando da preparagdo do artigo para a publicacdo, o editor assistente dos Acta
Mathematica {Edvard Phragmén), coloca uma série de questdes a Poincaré. Este
acaba por perceber que é falsa a conclusido, gque acabamos de mencionar. de que as
superficies assintéticas sao fechadas, isto porque as séries nao sao convergentes, como
ele supunha a principio. Apods o choque inicial e ag devidas desculpas, Poincaré ira
escrever um segundo artigo, com o mesmo titulo{POINCARE, 1890), onde estes erros
sao corrigidos.

O fato é que, ndo sendo as séries convergentes, ndo podemos garantir que as curvas
AO'B"e A'O'B sejam fechadas, o que faz com que as curvas O'B e O'B’ possam se in-
terceptar. Se isto acontece, uma trajetoria passando pelo ponto de intersecdo estd em
ambas as superficies assintoticas e temos wma trajetéria duplamente assintotica. J&
comentamos, no quarto capitulo, a complicacdo que este tipo de trajetdria representa
para a dindmica, inicialimente porgue, como Poincaré mesmo demonstra, a existéncia
de uma trajetéria deste tipo implica a existéncia de infinitas outras. Cada uma destas
trajetérias pertence simultaneamente a extensdo do arco O'B’ e da extensao de O'B.

Na carta que ele escreve a Mittag-Leffler, desculpando-se pelo erro, lemos que:

“Euv havia pensado que todas estas curvas assintoticas, depois de terem se afas-
tado de uma curva fechada representando uma solucdo periddica, se aproximariam

assintoticamente da mesma curva fechada. O que é verdade é que ha uma infinidade

" ) N o .
#Para valores poequenos de g, ele teria demonstrado que as solugdes assintéticas, vizinhas a uma
soluglo periddica instdvel, sdo estdveis uma vez que permanecem em uma certa regiao do espaco.
; jue |



que gozam desta propriedade”™?.

Podemos imaginar, pela descricao abaixo apresentada cm um artigo posterior, o
efeito que podem ter estas solugdes duplamente assintdticas, que seriam chamadas
homoclinicas por Poincaré no terceiro volume de seu livro sobre a mecénica celeste:

“Enfim h4 uma infinidade de solucdes duplamente assintdticas; al estd um ponto
que eu tive muita dificuldade de estabelecer rigorosamente, Pode acontecer que o
satélite Lo, a principio muito proximo da orbita de Ly, se distancie muito inicialmente
e se reaproxime indefinidamente em seguida. Em uma época remota, esta lua se
encontrava sobre a superficie S' e descrevia sobre ela espirais se distanciando de
C' (curva fechada): ela em seguida se distanciou muito de C; mas, dentro de um
tempo longo, ela se encontrard sobre a superficie § ¢ descreverd novamente espirais
se aproximando de C.

Sejam Lq, Ls, ..., L, n — 1 luas descrevendo orbitas duplamente assintoticas; em
uma época remota. estas n — 1 luas se moviam segundo espirais sobre S'; percor-
rendo esta superficie; encontramos estas n — 1 orbitas em wma certa ordem. Ao fim
de um tempo muito longoe, nossos satélites se encontrarao sobre S e descreverao de
novo espirais; mas, percorrendoe esta superficie S, encontraremos as orbitas das n—1
lwas em wma ordem totelmente diferente. Iste fato, por pouco que nos dedique-
mos a refletir sobre ele, parecerd uma prova explosiva da complexidade do problema
dos irés corpos e da impossibilidade de resolvé-lo com os instrumentos atuais da
analise” (POINCARE, 1891, p.533-534).

No inicio do século XX, a natureza do problema da estabilidade torna-se ainda
mais clara com a publicacdo dos trabalho de Karl Sundman que obiém, para quase
todas as condigdes iniciais, uma solucdo para o problema dos irés corpos como uma
séric na varidvel { que ¢ convergente para todo ¢ real. [Sstas séries se pareciam
coml aquelas que o préprio Poincaré havia enconirado, e que comentaimnos no primeiro
capitulo, mas que, todavia, nao eram validas na presenca de colisdes. As de Sundman
eliminam esta restricao, sendo séries que resolvem formalmente o problema. Por que

ent&o néo se considerou o problema como resolvido?

8 A carta original de Poincaré foi reproduzida no livio de June Barrow-Green Poincaré and the
Three Body Problem{ BARROW-GREEN, 1997). Indicamos este livro, bastante completo, que trata
do tema e aborda o erro de Poincaré e as diferencas entre os dois artigos.
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A resposta ¢ gque as sérics de Sundman nio nos permitem obter nenhuma infor-
macao qualitativa sobre o comportamento do sistema além de possuirem convergéncia
excessivamente lenta para permitir experiéncias numeéricas, Lembremos que a solugao
por séries convergentes encontradas pelo proprio Poincaré ndo eram consideradas “sa-
tisfatdrias™, o que ndo se devia ao fato de que estas séries {ossemn invalidas na presenca
de colisGes, mas porque elas nac forneciam dados qualitativos sobre as solucdes. As
séries obtidas por Sundman. bem como a sua generalizagao para o problema dos n
corpos obtida em 1991, ndo oferecem teoricamente nenhuma informacao a mais do
que aquelas que jd se conheciam sobre o problema dos trés corpos e este ponto de
vista estd presente na pesquisa atual em mecanica celeste, como podemos atestar,
por exemplo, pelos comentdarios de Florin Diacu (DIACU, 1996) e Alain Chenciner
{(CHENCINER, 1889;.

Se afirmdvamos, no inicio desta secio, que era preciso garantir a convergéncia das
séries para resolver o problema da estabilidade, mostramos agora que esta condicdo
nao basta. Mesmo se temos séries convergentes, a questido da estabilidade continua
sendo, até os nossos dias, motivadora de ricas pesquisas que envolvem a teoria dos

sistemas dinamicos e suas aplicacoes,

7.2.4 Uma critica a definicao de estabilidade empregada por
Poincaré

Reafirmando o que dissemos anteriormente sobre a definicdo de estabilidade usada
por Poincaré, a saber que ela leva em conta o conjunto de trajetérias, comegamos por
mencionar como esta definicdo ¢ enunciada no primeiro volume de seu célebre livro,
publicado em 1889, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste:

“Para que haja estabilidade completa no problema dos trés corpos, sdo necessarias

trés condigoes:
1. QQue nenhum dos trés corpos possa se distanciar indefinidamente;

2. (Jue dois dos corpos nao possam se chocar e que a distancia cntre estes dois

corpos nac possa diminuir abaixo de um certo Hmite;

3. Que o sistema venha passar uma infinidade de vezes tdo perto quanto se queira

da situacdo inicial.
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Se apenas a terceira condicao é satisfeita, sem que se saiba se as duas primeiras o
sa0, eu direi que ha somente estabilidade de Poisson” {POINCARE, 1892-1899, p.141}.

Vemos que apenas a terceira condigdo € equivalente a estabilidade de Poisson e
a denominagao de “estabilidade” para esta propriedade, usada por Poincaré, é cri-
ticada por Birkhoff. Este observa ser mais conveniente denominar os movimentos
gozando desta propriedade de “movimentos recorrentes”, como os definimos no ter-
ceiro capitulo.

As definigbes de estabilidade propostas por Birkhoff sao bastante numerosas e isto
¢ justificado pelo seu ponto de vista de que:

“The fundamental fact to observe here is that this concept is not in itself o definite
ane but is interpreted according to the question under consideration” (BIRKHOFF,
1935).

Para cada pergunta, uma definicio de estabilidade. Por exemplo, a estabilidade
formal de primeira ordem, associada d exigéncia de que certos valores sejam ima-
gindrios puros {situacdo eliptica}; e a estabilidade trigonométrica ou completa, que
depende da existéncia de certas séries trigonométricas (analoga ao caso dos centros
de Poincaré}. Para o caso das “equagdes da dinamica”, o primeiro tipo de estabili-
dade implica o segundo, e Birkhoff demonstra que, sob certas restri¢coes, um sistema
dindmico qualguer, que satisfaca estes dois tipos de estabilidade, pode ser reduzido,
na vizinhanca de wm ponto de equilibrio de tipo geral, a um sistema hamiltoniano.
Um caso particular deste fato estava presente na “Teoria dos Centros” de Poincaré.
Segundo Birkhoff, a importancia atribuida as equagées hamiltonianas € estreitamente
ligada a quesides sobre a estabilidade.

Poincaré havia reconhecido que estas equactes possuem a propriedade de que, se
uma posicao de equilibrio ou um movimento periddico satisfaz as condigoes de estabi-
lidade de primeira ordem, tambéin sera satisfeita a condicdo de estabilidade completa.,
Birkhoff quer demonstrar a reciproca, para concluir que as equacoes hamiltonianas
sa0 significativas exatamente por serem equivalentes a estabilidade completa:

“For these reasons there has been o disposition to attribute an almost mysterious
significance to the Hamiltonian equations” (BIRKHOFF, 1927b, p.1).

Existem, ainda segundo Birkhoft, deis tipos de estabilidade. A estabilidade de
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uma solugdo periddica, definida ao mode de Lyvapunov, € a estabilidade qualitativa
por exceléncia, enquanto a estabilidade formal que acabamos de citar é de cutra natu-
reza; um movimento periddico qualitativamente estdvel podendo nao ser formalmente
estavel e vice-versa. No caso em que temos uma solugao periddiea eliptica, por exem-
plo, garantimos a estabilidade formal, mas neste mesmo caso, quando as familias de
curvas assintdticas sdo nao-analiticas, ndo ha estabilidade no sentido qualitativo.

O papel que tinham as solucoes periddicas para Poincaré sera atribuido, por
Birkhoff, & nocao de recorréncia. No terceiro volume do liveo Les méthodes nou-
velles de la mécanique céleste, Poincaré propoe seu famoso teorema da recorréncia,
que afirma que um sistema conservativo deve retornar infinitas vezes 2 vizinhanca de
sua configuracgdo inicial com probabilidade absoluta. Isto significa gue guase todas
as suas solucdes possuem estabilidade de Poisson, onde a expressio “guase todas”
deve ser entendida no sentido probabilistico. Uma conseqiiéncia disto é que, se Poin-
caré havia afirmado anteriormente que a instabilidade é a regra e a estabilidade a
excecao, quando o sistema preserva volume, revertemos esta conclusao: do ponto de
vista probabilistico, a estabilidade é a regra e a instabilidade a excecdo.

Para um sistema dindmico nio tao especifico quanto os conservativos, o objetivo
de Birkhoff é demonstrar que ha mouvimentos centrais, como definidos no terceiro
capitulo, que possuem uma propriedade de recorréncia regional® e para os quais o0s
outros movimentos do sistema devem tender assintoticamente. Para um caso especiai
(sem singularidades) das equagoes da dinamica, os movimentos centrais constituem a
totalidade dos movimentos e isto leva Birkhoff a afirmar que “a utilidade superior das
equacoes do tipo eldssico pode muito bem ser um reflexo do fato de que os movimentos
centrais sao 0s movimentos mais provaveis. mais que qualquer conseqiiéncia das leis
da natureza”.

A antitese da recorréncia, na opinido de Birkhoff é a transitividade. Um sistema
dinamico é transitivo se podemos encontrar trajetérias deste sistema arbitrariamente
proximas de qualquer estado em um certo instante, que passem posteriormente na
vizinhanca de qualquer outro estado. Isto quer dizer que a trajetdria, por um certa

condicao inicial, ird se difundir em todo o dominio, como € o caso, por exemplo, das

*t(Observamos que nio se tratam de movimentos recorrentes como definimos no terceiro capitulo
mas de uma propriedade malis fraca.
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geodésicas em uma superficie de curvatura negativa.

Se a recorréncia ndo ¢ a nogao apropriada para a estabilidade, sua antitese, isto
é, a transitividade, é a nogao apropriada para a instabilidade, e isto na opiniao do
préprio Birkhoff. Podemos ter transitividade em um sub-conjunto, e Birkhoff observa
que:

“E um problema pendente (ovutstanding} da dinamica determinar o cardter dos
dominios em que um dado sistema dinamico é transitivo” (BIRKHOFF, 1920a, p.3}.

Birkhoff tinha razéo. A transitividade estd associada & possibilidade de decompo-

sigdo da dindmica em conjuntos “bdsicos”, que devem possuir esta propriedade®.
* 3k %
Tendo resumido algumas das varias concepgdes de estabilidade no conjunto de

trajetorias, passaremos a falar, no préximo capitulo, da estabilidade definida em um

outro nivel.

1sto significa possuir uma drbita densa.




Capitulo 8

Passa-se a um outro nivel: a
estabilidade estrutural e a
classificagcao dos sistemas dinamicos

Falaremos de um outro nivel onde o problema da estabilidade passara a ser coloca-
do. Analisamos no capitulo anterior varias defini¢ées da estabilidade no conjunto
de trajetérias e definiremos, neste capitulo, a estabilidade como uma propriedade do
conjunto de trajetorias. Em suma, considerando-se o conjunto de trajetérias dehinido
por um certo sistema, queremos saber se este conjunto é “estavel” por uma pertur-
bacao do sistema e veremos exatamente o significado atribuido a este conceito, em

Hm novo contexto.

8.1 O trabalho fundador dos soviéticos: a escola
de Andronov sobre os osciladores nao lineares

Nao podemos deixar de perceber uma certa coincidéncia histérica entre o fato de que
se impoem na Uniao Soviética, ao mesmo tempo, pontos de vista especiais sobre a
matematica e um sistema politico distinto. Durante os anos 30, enquanto no Ociden-
te predominavamn as visoes formalistas, ou mesmo positivistas, sobre as matemiticas,
na Unido Soviética, eram afirmadas outras motivacoes, mais voltadas para problemas
praticos. Uma das explicagbes para isto poderia ser baseada nas concepgoes da di-
alética da natureza, na qual se inspirava o sistema soviético. Da irredutibilidade da

dialética a qualquer demonstracao aprioristica, de cardter légico-dedutivo, infere-se

187
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que as suas leis “sdao verdadeiras porque, ao atuarmos sobre a realidade, elas se ve-
rificam. Como o conhecimento da realidade é insuficiente, a formulagio das leis da
dialética nunca é definitiva™,

Segundo alguns trabalhos histéricos, dentre 0s quais o artigo de Diner gue citare-
mos mais tarde, é do repudio a um certo idealismo burgués e do compromisso com o
cardter dindmico da realidade que foram fomentadas varias escolas de pesquisa apli-
cada, na Uniao Soviética, durante as primeiras décadas do século XX. Independente
da motivacdo ideoldgica, era um fato naquele pals, em torno dos anos trinta, o espe-
cial Interesse por problemas de origem aplicada. Podemos coneluir isto a partir do
testemunho de L. 5. Pontrvagin, que sera wm dos protagonistas de nossa historia, ao
relatar um momento especial de sua trajetéria cientifica:

“A alegria com o sucesso no trabalho cientifico nao poderia abafar uma ansiedade
gradualmente crescente. (...} Esta ansiedade era intensificada pela opinido geral que
se formava gradualmente nos circulos matematicos da universidade. Muitas pessoas
estavam dizendo que era preciso nao se dedicar somente a matematica pura, sem
considerar as aplicacbes. Em conversas com amigos eu também comecel a exprimir
esta opiniao. Um dia, entdo, creio que em 1932, um jovem fisico chamado Aleksandr
Aleksandrovich Andronov, que eu ndo conhecia até entdo, velo ao meu apartamento
sem nenhum aviso. Ele me disse que tinha ouvido falar sobre meu desejo de trabalhar
com problemas aplicados em matematica, e disse que queria me dizer algo. Foi através
dele que eu ouvi pela primeira vez o que € um espaco de fases, o que sao ciclos limite,
¢ outras coisas assim. (...} Andronov nao era apenas um eminente cientista, mas
também uma pessoa extraordindria. Parecia que sua principal caracteristica era um
senso de responsabilidade por tudo que acontecia em nosso pafs. Meu conhecimento
dele e sua influéncia sobre mim, colocaram meus interesses matematicos em uma nova
direcao. Isto acabou por prevalecer e eu abandonei meu trabalho sobre problemas
matematicos abstratos” (PONTRYAGIN, 1978, p.12-13)%

Para falar de Andronov, a escola de fisica de L.I. Mandelshtam nos interessa

!Citamos um manuscrito sobre as leis da dialética da natureza, escrito por Lincoln Bicalho
Roque, nao publicado devido ao assassinato precoce do autor, meu pal, pela sangrenta ditadura
militar brasileira.

ZPontryagin pontua ainda que esta atitude ndo foi bem vista inicialmente pelos matematicos
mais antigos. s estudos que se seguiram sobre problemas aplicados, inspirados de Andronov,
foram criticados inclusive por Koblmogorov que, contudo, passard a valorizd-los mals tarde.




189

em particular®. Mandelshtam defendia que a teoria das vibragoes seria a linguagem
comum da fisica, da qual um dos primeiros exemplos teria sido a teoria de Copérnico
e seu carater vibratério. Citando AN, Whitehead, ele afirmava que o nascimento da
fisica ¢ ligado a aplicacao da idéia abstrata de periodicidade aos fenémenos concretos.
Sua escola tinha como motivagae a constituicdo de um pensamento fisico nao-linear
que, a partir de uma teoria matematica rigorosa, unificasse os fenémenos ndo-lineares.
Desta escola faziam parte, entre outros, A.A. Andronov, A. A. Vitt e S.E. Khaikin.

Andronov ira se instalar, em seguida, em Gorki onde funda uma escola voltada
para o estudo das oscilagies ndo-lineares, em especial aquelas que sao mantidas por
uma fonte de energia nao vibratdria, denominadas auto-oscilagdes. Em 1929 ele pu-
blica seu trabalho final de curso que demonstra existir, para este tipo de sistema, um
ciclo limite no espago de fases®. Este trabalho partia da condicio de que 0s movimen-
tos periddicos devem ser estaveis sob variacoes suficientemente pequenas de certos
parametros da definicdo do sistema, a fim de demonstrar que, nestes sistemas, apenas
0s ciclos limites podem representar fendmenos auto-oscilatorios reais.

Sob forte influéncia de Poincaré ¢ Lyapunov, a escola de Gorki se dedica a teoria
qualitativa dos sistemas dindmicos®. Andronov publicou, em 1933, um trabatho so-
bre bifurcagoes, mostrando a mudanca qualitativa sofrida por um sistema dinamico
quando variamos alguns dos seus parametros. Por exemplo, um ciclo limite pode sur-
giv da perturbagao de um ponto de equilibrio. Esta situacao hoje é conhecida como
bifurcacdo de Hopf. devido ao matemadtico alemio E.Hopf, cujo trabalho redescobre
este fendmeno independentemente e o generaliza para dimensdes maiores.

Como resultado da pesquisa na escola de Gorki, Andronov publica, em 1937, duas
obras fundamentais. Um artigo, com Pontrvagin, publicado em francés, intitulado
“Systémes Grossiers” (ANDRONOV & PONTRYAGIN, 1937} e o livro Teoriya Ko-

lebanii (Teoria das Oscilagoes), escrito em russo com Vitt e Khaikin®.

#8obre wina histéria parcial das origens da Teoria dos Sistemas Dindmices na Unidio Soviética, de
onde tiramos as informacdes deste pardgrafo, indicamos o artigo de Simen Diner Les voies du chaos
déterministe dans édeole russe(DINER, 1992).

*A mesma situagéo ja havia sido encontrada por Van der Pol em 1926(VAN DER POL, 1926).
Andronov tinha conhecimento destes trabalhos, como podemos ver por uma nota publicada nos
Comptes Rendus de 'Académie des Sciences no mesne ano de 1929(ANDRONGV, 1929).

*Sobre 0s trabalhos de outros matemdticos desta escola e a influéneia do ponto de vista de
Andronov, ver o artigo de Anosov(ANOSOV, 1986).

fUtilizamos uma tradugio deste livro para o ingles{ ANDRONOV ef al., 1966).
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Pela clareza com que é exposto o ponto de vista epistemoldgico dos autores, abor-
daremos inicialmente o livro, para em seguida analisar os resultados matematicos do
artigo. Eles principiam por afirmar a diferenga de natureza entre um sistema fisico e
o objeto matemdtico que o modela:

“Uma certa idealizacao do problema ndo pode ser evitada, com o objetivo de
construir um modelo matematico do sistema fisico” (ANDRONOV et af., 1966, p.15).

No original em russo a palavra usada é “modeli” e cabe ressaltar que o uso da
palavra modelo neste momento € surpreendente do ponto de vista histérico. Para uma
analise das origens e mudancas de significado deste termo, indicamos os trabalhos de
Martin Zerner (ZERNER, 1997) e (ZERNER, 1996b) que, no entanto, nao mencionam
0s autores soviéticos aos quais nos dedicamos aqui’.

Andronov, Vitt e Khaikin prosseguem a introducao da Teoria das Oscilacoes afir-
mando que todas as propriedades que atribuimos freqiientemente aos sistemas fisicos
sao, de fato, propriedades das suas “idealizacées”. Nao podemos falar de um siste-
ma real que seia dissipativo ou conservativo, linear ou ndo-linear; estas propriedades
pertencem a uma idealizacao de tal sistema. Mais precisamente, uma idealizacdo €
constituida pelo modelo matemdtico obtide guando colocamos determinadas questoes
sobre o sistema fisico.

Desse modo, a idealizagao comporta a pergunta que fazemos sobre wn sistema real.
Uma mesma realidade fisica pode ser idealizada por um modelo linear ou nao-linear,
conservativo ou dissipativo, sendo estas propriedades idealizadas segundo a questio
que colocarmos sobre o sistema real. Como serd adotado o ponto de vista qualitativo,
¢ preciso saber que questoes sdo as mals significativas para esta abordagem.

Influenciados diretamente pelos trabalhos de Poincaré e Birkhoff, os autores par-
tem da analise de certos movimentos especiais que permitem reduzir uma descricao
em tempo infinito a uma andlise em um intervalo de tempo finito: sao em primeiro
lugar os movimentos estaciondrios que lhes interessa. Fste tipo de movimento terd um
papel centralizador, ou organizador, na descricao dos movimentos que tém lugar em
sua vizinhanca. Este, como vimos, era o caso das solugdes periédicas para Poincaré

e dos movimentos recorrentes para Birkhoff,

7 Agradecemos ao proprio Martin Zerner pela leitura conjunta da publicacdo original em russo do
livro Teoriya Kolebans,
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O movimento estacionario serd o estado limite para o qual um sistema deve tender
assintoticamente. No caso em que temos apenas um grau de liberdade, estes movi-
mentos sao pontos de equilibrio ou movimentos periddicos mas, para dimensoes mai-
ores, “uma definicdo matematica precisa dos movimentos estacionarios pode ser feita
identificando-os com os movimentos recorrentes de Birkhoff” {ANDRONOV ef al.,
1966, p.27).

E fimportante ressaltar que a maioria dos ob jetos que aparecem no estudo qualita-
tivo, tinha sido definida. até este momento, para o caso conservativo e uma das razdes
desse procedimento é a importancia atribuida aos problemas da mecanica celeste. Pe-
la propria natureza dos problemas focalizados pelos russos, oriundos de problemas de
engenharia, varias nocoes sao redefinidas para sistemas dissipativos®,

Admitindo, como os soviéticos, que os modelos sao idealizagtes, ocorre-nos uma
pergunta natural: como garantir que as respostas que obtemos para os modelos nos
fornecem informacoes efetivas sobre o sistema {isico?

E preciso procurar as propriedades que devemn ser impostas ao modelo para que
possamos, a partir dele, obter uma resposta razodvel para a pergunta gue colocamos
sobre o sistema fisico (que deu origem a este modelo), Para Andronov e os co-autores
do livro sobre as oscilagoes, os movimentos estaciondrios possuem um interesse especi-
al, de modo que eles investigam as propriedades dos modelos que tornem as respostas
as mals verossimeis possiveis, no que tange aos movimentos estaciondrios. £ preciso,
com este fimn, se voltar para a propria natureza e escolher as propriedades essenciais,
e reconheciveis, dos movimentos estaciondrios. Ora, por definicio, um movimento
deste tipo permanece sobre si mesmo apos um intervalo de tempo arbitraric, mesmo
que ele seja submetido a perturbagdes aleatdrias inevitaveis. No pior dos casos, uma
perturbacao deste tipo poderd transformaé-lo em um movimento bastante proximo
daquele que tinhamos anteriormente,

Do mesmo modo, para que as informacdes sobre um sistema fisico sejam legitimas,
mesmo obtidas a partir de solucées do modelo concebido para este sistema, suas

solugoes devern ser resistentes a perturbacoes’. Estas perturbacoes podem ter lugar

8Por exemplo, nestes problemas relativos s oscilagdes forcadas, temos movimentos periddicos
emn situagdes distintas daquelas que haviamos encontrado na mecanica celeste, como ¢ é o caso dos
ciclos limite, descobertos inicialmente por Van der Pol e, mais tarde, por Andronov.

YEsta exigéncia diz respeito também  possibilidade de verificacio experimental. Comparando-se



em dois niveis, on dominios, distintos: nas coordenadas dos movimentos definidos por
um certo modelo; ou na prépria definicdo do modelo. Os autores soviéticos afirmam
enfaticamente que os aspectos do comportamento de um modelo que ndo resistem a
tais perturbacdes ndao possuemn nenhum interesse fisico.

Tomando o modelo como wna equacao diferencial, no primeiro caso trata-se de
perturbactes de trajetorias no conjunto de trajetérias. Por exemplo, uma solugao
periddica, considerada em si mesma (abstraindo-a do conjunto de trajetérias) é tri-
vialmente estavel, e a estabilidade de Poisson aproxima esta condicdo. Se levamos
em conta que uma trajetéria estd imersa no conjunto de trajetdrias, ela é estavel,
no sentido de Lyvapunov, se, perturbando sua condigdo inicial, obtivermos uma outra
trajetoria que permaneca proxima da primetra por um intervalo de tempo arbitrario.

Mas dissemos que a perturbacio pode se dar em um outro nivel, isto €, no sistema
diferenctal propriamente dito. A pesquisa em sistemas dindmicos até entdo fora ins-
pirada principalmente pelos problemas da mecanica celeste, onde a configuracio dos
astros pode sofrer perturbacoes em virtude da atracao de um outro astro. As pertur-
bagdes s6 podem se dar, portanto, no dominio das solucdes da equagio, jamais sobre
a forma da equacao propriamente dita, sobretudo porque esta equacao é derivada da
lei de atracao universal'’. Tendo sido motivados por outro campo de aplicabilidade—
as oscilagoes forcadas-— a novidade do trabalhio dos soviéticos sera colocar o problema
da estabilidade também no nivel das equacgtes:

“Para que os processos estacionarios existam por longo tempo em um sistema real,
eles devem ser estdveis ndo apenas com respeito a pequenas variacoes das coordenadas
e das velocidades, mas também com respeito a pequenas variagbes na propria forma
das equacdes diferenciais que descrevem o sistema” {ANDRONOV et al., 1966, p.15).

Concretamente, quando se fala em preservar a forma das equacoes diferencials,
nao significa que estejamos tratando de um problema algébrico, quer dizer, da forma

como estas equacoes sao escritas. Admitindo gue esta forma possa variar, trata-se

as respostas fornecidas pela andlise do modelo com os resultados de um experimento, podemos julgar
s¢ a ldealizagdo é legitima. Para isto ¢ preciso que o modelo resista a pequenas perturbagdes uma
vey que as propriedades fisicas do experimento nao podem ser reproduzidas exatamente.

g importante salientar que, wma vez que esta equagio depende de pardmetros, {como o prépric
Poincaré ja havia colocado) a questdo € saber que alteragtes qualitativas a variacio destes parametros
pode ocasionar. Nada compardvel, no entanto, 4 generalidade com que a questdo da variacio da
forma das equagdes fol colocada por Andronov e seus colegas.
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de um problema relacionade ac conjunto de solugtes da equagao diferencial. Uma
variagio da equacao, ou seja, uma perturbacao do conjunto de trajetérias definido
por esta equagdo, nao deve alterar significativamente o aspecto global deste conjunto.

Dito isto, devemos ainda investigar o que quer dizer “nao alterar significativamen-

b2l

te”. Na estabilidade de uma trajetdria. com a definicdo de Lyapunov por exemplo,
esta expressao significa “estar proximo”, literalmente. Mas como dizer que, apés uma
perturbacic, o conjunto de trajetérias obtido se mantém “parecido” com o original?

Para responder a esta pergunta, serd empregada a nogdo de homeomorfismo, ou,
mails especificamente, de conjugacio, da qual jd falamos ao analisarmos o problema
da linearizacao no segundo capitulo. Mais do que “parecidos”, dissemos nesta ocastao
que dois conjuntos de trajetdrias sdo “equivalentes” quando podem ser transformados
um noe outro por wn homeomorfismo que leva cada trajetéria de um conjunto em uma
trajetoria do outro'. Veremos, em seguida, como isto foi proposto inicialmente por
Andronov e Pontryagin no artigo publicado no mesmo ano de 1937,

Os autores trabalham com o sistema perturbado;

%% = Plz,y) + plz,y)
v

dt
onde P, ¢, p e ¢ sdo todas fungdes analiticas de z e y.

= Qa,y) + ¢z, y)

Diz-se que um sistema ¢é “grossier” (por oposicdo a um sistema “non grossier”)
em utna regiao G se, qualquer que seja ), existe € tal que, para todas as funcoes p e
g possuindo {(bem como suas primeiras derivadas) modulo menor que ¢, existe uma

transformacdo biunivoca e bicontinua de (& nela mesma, satisfazendo:

{1} nesta regido, os pontos transformados estdo a uma distancia menor que n dos

pontos originais;

(ii} os pontos de uma mesma trajetdria do sistema ndo perturbade correspondem a

uma mesma trajetdria do sistema perturbado.

Esta definigao equivale a dizer que transformamos o conjunto de trajetérias em &

UEm particular, esta transformaciio preserva a orientagao das trajetérias e nio altera a estrutura
do espago.
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por um homeomorfismo, mas também que este homeomorfismo é proximo da identi-
dade'?. Um sistema ¢ “grossier” se uma perturbacio na defini¢io do sistema mantém
suas trajetérias, a menos de um homeomorfismo. Ou seja, o aspecto topolégico do
conjunto de trajetorias nao se altera. Cabe lembrar que os trabalhos de Pontryagin,
anteriores ao encontro com Andronov, eram dedicados a topologia, ¢ ele sabia per-
feitamente as restricoes que a utilizacdc de uma transformacdce com mais estrutura
poderia impor ao problema.

Ainda no artigo de 1937, os autores observam em seguida que esta defini¢ao da
“grossiereté’ de um sistema pode ser considerada como a definicdo da estabilidade
de um conjunto de trajetorias de um sistema dinamico em relacao a variagoes sufi-
cientemente pequenas da definicdo do sistema. Usando o artigo de Bendixson, que
citamos anteriormente, mais especificamente. o resuitado que conhecemos hoje como
Teorema de Poincaré-Bendizson, e o conceito de estabilidade de Lyvapunov, Andronov
¢ Pontrvagin enunciam cue propriedades um sistema plano deve satisfazer para ser
“grossier’.

Enunciaremos posteriormente estas condicdes, mas ressaltamos, neste momento,
que o adjetivo “grossier’”, que poderiamos traduzir literalmente por “grosseiro”, cor-
responde, no dizer dos préprios autores, a situacao em que a “estrutura qualitativa”
do conjunto de trajetdrias do sistema nao ¢ alterada por perturbacoes. Fsta obser-
vacao provavelmente inspirou a denominagio que serd mais tarde empregada para a
grossiereté de um sistema pois, como veremos na se¢io seguinte, esta propriedade
serd chamada de estabilidade estrutural.

A definigao de estabilidade estrutural proposta pelos autores soviéticos prima pela
simplicidade e pela facilidade com que pode ser estendida a dimensdes superiores. E
interessante notar que esta definigho pode parecer natural atualmente, mas que no
processo histérico ela significou uma inovacao importante. Em se tratando de novas
definigdes em matematica, este nao ¢ um caso isolado pois, em muitos exemplos, uma
vez estabelecidas, as definicoes matemadticas importantes adquirem a propriedade de

SCAr Como eternas.

12Na verdade, Co-préximo.



Todavia, comentdavamos, no segundo capitulo, que a equivaléncia via homeomorfis-
mo é também uma escolha das propriedades consideradas importantes de se preservar.
Voltaremos a falar de como a exigéncia da grossiéreté de um sistema, no dominio dos
sistemas, pode ser entendida a partir da necessidade de classificacao, tal como a de-
finimos naquele capitulo. Se quisermos construir uma classificacao razoavel, que nao
contenha excessivas classes, os elementos de cada classe nao devem ser finos ao ponto
de sc¢ tornarem patoldgicos, ou seja. uma perturbacio do sistema deve deixd-lo na

mesma classe.

8.2 A formalizagao da estabilidade estrutural e a
difusao deste conceito no Ocidente

A introducao dos trabalhos dos autores soviéticos nos Estados Unidos, deveu-se so-
bretudo a Solomon Lefschetz, gue deixou a Russia muito cedo, tendo passado pela
Franca e se instalado nos Estados Unides no inicio do século, onde seguiu uma longa
carreira em matemadtica pura, na universidade de Princeton. Ainda antes da Segunda
Guerra Mundial, Lefschetz ja conhecia e admirava os trabalhos de Pontrvagin em to-
pologia, chegando, nesta época, a considera-lo um dos maiores topdlogos do mundo?3,
Por motivos distintos daquele que mais tarde se tornou seu amigo, Lefschetz também
iria mudar as orientacoes de sua pesquisa.

Os esfor¢os de guerra americanos levam Lefschetz a renovar seus interesses pelas
dreas aplicadas & engenharia. em particular as equagoes diferenciais nao lineares'®.
Lefschetz passa a ser consultor do Office of Naval Research e, a partir de um relatdrio
feito por Minorsky, para este érgao, durante a guerra, dedica-se & andlise qualitati-
va das equacoes diferenciais desenvolvida na Uniao Soviética. A primeira tradugao
para o inglés do livro Teoria das Oscilacdes aparece em 1949 sob a direcao de Lefs-
chetz( ANDRONOV et al., 1949}, no entanto. esta traducao exclui a introducéo que

citamos na secao anferior, onde o0s autores soviéticos justificavam a importancia de

Y3Ver conferéncia proferida por E. F. Mishchenko na conferéncia internacional realizada em Moscou
em 1908, para celebrar os 90 ancs de nascimento de Pontryagin{ MISHCHENKOQ, 1999).

YTais informagdes sobre o papel de Lefschetz no desenvolvimento da teoria dos sistemas dinamicos
nos BEUA foram tiradas do artigo de Amy-Dahan Dalmedico, La renaissance des systémes dynamiques
aux Etats-Unis aprés lo Deuviéme Guerre Mondiale: Uaction de Selomon Lefschetz {(DAHAN DAL-
MEDICO, 1994},
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um sistema ser resistente a perturbacoes. Mas deve-se ao préprio Lefschetz o fato
de que a propriedade de “grossiéreté” de um sistema seja, mais tarde, denominada
estabilidade estrutural (“structural stability”).

Sob orientacao de Lefschetz, em 1852, seu aluno De Baggls retoma alguns as-
pectos do artigo de Andronov e Pontryagin. Em 1937, eram considerados sistemas
com um ciclo sem contato, como definido por Poincaré, que delimmita uma regido'®
G de R? Pela definico de um ciclo sem contato, as trajetérias do sistema plano
devem atravessar {ransversalmente a fronteira da regido . Os autores comecavam
por enunciar que uma primeira condigio necessdria para a estabilidade estrutural era
que as singularidades e as solucdes periddicas fossem hiperbdlicas®. Afirmavam, em
seguida, como uma segunda condicio necessaria, que nao devia existir uma separatriz
ligando duas singularidades de tipo colo!”. Citando o artigo de Bendixson. usavam
a classificacao dos tipos de trajetérias de um sistema plano com singularidades isola-
das (conhecida hoje por Teorema de Poincaré-Bendizson} e a nocao de estabilidade
de Lyapunov para justificar serem estas condicoes necessarias e suficientes para a
estabilidade estrutural, sem proceder a mma demonstracio.

De Baggis demonstra, entao, que as condicoes de Andronov e Pontryagin caracteri-
zam os sistemas estruturalmente estaveis no disco em IR*. Inicialmente considerava-se
que o sistema diferencial era definido por um campo de vetores analitico; a nova de-
monstracao supde apenas que o campo'® é C'. A citacio abaixo mostra que o ponto
de vista de Andronov, e dos outros pesquisadores soviéticos que escreveram com ele,
foi difundido entre os alunos de Lefschetz:

“For physical systems to perform certain operations they must, if they are to be
useful, posses a certain degree of stability. (...) The stability requirements of experi-
ments provide a clue to the restrictions a mathematician should place on his nonli-
near problems. (...} The “essential features” of systems to be preserved under small

perturbations are described mathematically by the topological character of the phase

13Na nomenclatura atual esta regido é o disco D?.

¥ Notamos que esta nomenclatura ndo era empregada.

"Mencionamos, no terceiro capitulo, o modo como Bendixson havia repartide o dominio em
regides “nodais”, a partir destas separatrizes.

A condicde de ser C' é a melhor que podemos esperar pois, se for €% nenbum sistema
dindmico com singularidade poderd ser estruturalmente estavel, condicdo forte demals para o i-
po de fendmenos gue gueremos estudar.




portrait” (DE BAGGIS, 1952, p.37).

Mauricio Peixoto, matematico brasileiro que também trabalhou com Lefschetz em
Princeton, publica, em 1959, um artigo de grande importancia histérica chamado “On
Structural Stability” (PEINOTO, 1659}, Neste trabalho, é apresentada uma definicao
da estabilidade estrutural um pouco distinta daquela que fora proposta por Andronov
e Pontryvagin, que sera generalizada para sistemas em dimensao qualquer. Foi atraveés
do trabatho de De Baggis, que PPeixoto tomou contato com o problema da estabilidade
estrutural’® despertando seu interesse para ir a Princeton, em 1957. Em meados do
século XX, por nspiracgio do ponto de vista da Teoria dos Conjuntos, predominava,
na matematica, a tentativa de classificagio de seus objetos, com énfase em suas
estruturas e na definicdo de relacées de equivaléncia entre eles. FEsta preferéncia
deixava a4 margem as pesquisas sobre as equagoes diferenciais, inclusive as realizadas
por Poincaré. Desse modo, 0 matemdtico brasileiro intuiu que faltava expressar esta
teoria em bases da Teoria dos Conjuntos. e a nocac de estabilidade estrutural seria o
primeiro passo para esta nova formulacio.

Ao falar de uma singularidade de tipo centro, desde o inicio de seu artigo “Sur
les courbes...”, Poincaré dizia que os centros nao apareceriam se os polindmios fossem
“os mais gerais de seu grau”. Vimos, no capitulo anterior, que Poincaré possuia
intuicdes profundas a respeito da excepcionalidade dos centros no que hoje sabemos
ser a variedade dos sistermas. No entanto, naoc se tinha ainda associado uma estrutura
topoldgica ao conjunto das equagoes diferenciais. A importancia da classificacao das
equacoes diferenciais nao passou despercebida a Poincaré, como o préprio Peixoto
menciopa. Contudo, a matemdtica ainda nao oferecia as ferramentas para que esta
motivacio fosse expressa em bases rigorosas.

Peixoto afirma que, ao partir para Princeton, estava convencido de que, para se
aprofundar nos resultados propostos por Andronov e Pontryagin, era preciso adotar o
ponto de vista dos espacos funcionais. Chegando aocs Estados Unidos, ao explicar, em
um seminario, como isto deveria ser feito, Lefschetz reagiu, observando que, a partir

dali, poder-se-ia colocar todo tipo de questdo sobre a estabilidade estrutural,

9 A5 informagdes deste pardgrafo seguem o testemunho do préprio Maurfcio Peixoto em entrevista
4 autora( PEIXOTQO, 2000}, bem como as fornecidas em uma conferéncia sua realizada na China em
1987{PEIXOTO, 1987,
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O matematico brasileiro passa a tratar o problema no espacgo funcional dos siste-
mas dinamicos de classe C'. Em um primeiro momento, ele considera os sistemas tal
como definidos pelos soviéticos, ou seja, definidos em D?, entrando transversalmente
em sua fronteira e demonstra ser desnecessdria a condicdo {i), exigida no artigo de
Andronov e Pontrvagin, de que o homeomorfismo fosse préximo da identidade. A
estabilidade estrutural é definida apenas com a existéncia de umn homeomorfismo que
leve trajetorias do sistema nas trajetérias do sistema perturbado e, ainda no mesmo
artigo, a definicao serd estendida para um disco n-dimensional. Com a nova defi-
nicao, o sub-conjunto dos sistemas estruturalmente estdveis é aberto no conjunto dos
sistemas dinamices.

Estabelecia-se, deste modo, o espago dos sistemas dinamicos (definidos no disco)
e uma relacio de equivaléncia neste espaco {(equivaléncia topoldgica). Seguindo os
objetivos do ponto de vista da Teoria dos Conjuntos, restava, portanto, o problema
da classificacao, ou scja. descrever as classes de equivaléncia no espaco dos sistemas,
no interior das quais todos os sistemas seriam estruturalmente estdaveis®. Veremos,
no entanto, que este problema é. em geral, intratdvel, mas que um primeiro passo
estd na verificacio da densidade dos sistemas estruturalmente estiveis,

No universo dos sistemas definidos no disco bidimensional, como no artigo dos
sovieticos, Peixoto demonstra entao que sistemas estruturalmente estiveis sao densos.
Isto quer dizer que, dado um sistema qualquer neste espacgo, hd, em sua vizinhanca,
um sistema estruturalmente estavel. Segundo o ponto de vista exposto na primeira
secao, o sistema ser estruturalmente estavel ¢ uma condigao de possibilidade de que
ele possa constituir o modelo de um sistema fisico. A densidade é. neste sentido, a
propriedade que garante que esta condigao é factivel pois, se partimos de um sistema
que nao é estruturalmente estdvel, é possivel perturbd-lo para obter um outro que
possua esta propriedade e restabeleca a condicdo de modelizacao.

Em 1958, Peixoto é apresentado a Steve Smale, que viria a ser um dos personagens
principais no desenvolvimento da teoria. Quando Peixoto comunica seus resultados a

Smale, este sugere imediatamente que eles sejam generalizados para sistemas definidos

20O problema que tratamos no segundo capitulo ¢ um caso muito particular deste. Sobre os
teoremas que, em contextos diversos, podem ser vistos como tecremas de estabilidade estrutural,
ver ([CHAPERON, 1999).
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na esfera. A partir dai, Peixoto ird se dedicar aos sistemas definidos em uma variedade
compacta bidimensional qualquer, enquanto o préprio Smale buscara formular uma
generalizacdo para dimensao qualquer.

Sob tal inspiracio, Peixoto publica um outre artigo em 1962(PEIXOTO, 1962).
Usando a topologia C'!, o espago dos fluxos definidos em uma variedade serd um espaco
de Banach 3 se o sistema ¢ definide em uma variedade compacta. O autor investiga
como o subconjunto ¥ dos sistemas estruturalmente estdiveis estd mergulhado em 3.
demonstrando, por exemplo, para dimensao qualquer, que ¥ é um cone com uma
quantidade enumerdvel de componentes conexas?!,

Voltando-se novamente para o caso bidimensional??, Peixoto prova que as con-
digbes de Andronov ¢ Pontrvagin caracterizam completamente os sistemas estrutural-
mente estaveis. Fstas condices sao: toda trajetdria tende para nma singularidade ou
para uma trajetoria fechada, sendo que tais trajetérias sao hiperbélicas e em numero
finito; e n&o hd trajetérias {separatrizes) conectando dois pontos de sela. Além dis-
$0, 08 estruturalmente estaveis formam um conjunto aberto e denso no universo dos
sistemas e Peixoto declara que eles sao “genéricos”.

Digsemos que 0s autores soviéticos analisavam uma situacao em que o Tecrema
de Poincaré-Bendixson podia ser aplicado e que este classificava o comportamento de
todas as trajetérias. Mas sabemos que este teorema sé vale para sistemas definidos na
esfera cujas singularidades sio isoladas, e a auséncia de classificacio pode complicar
consideravelmente o problema. Quais serdo os conjuntos limites possiveis para onde
as trajetorias tendem?

Como dizia Birkhoff, as trajetérias em geral, ndo recorrentes, devem tender pa-
ra conjuntos que possuem algum tipo de “recorréncia’. Estes conjuntos limites sao
compostos de movimentos nac-errantes, ou, em um caso particular, de movimentos

recorrentes, “quase” periddicos®®. Podemos dizer entdo, grosso modo, que para saber

Tl vesuitado decorre do teorema de aproximacio de Weierstrass. Como o conjunto dos sistemas
definidos por polindmios com coeficientes racionais é denso em X0, conclui-se que em cada componente
conexa devemnos ter um representante deste tipo de sistema. Se as componentes concexas fossem nao
enumeraveis, existiria alguma componente ndo contendo nenhum sistema definido por polindomios
deste tipo.

“Desta ver com a topologia C7,

FEquivalente & trajetdrias que possuem estabilidade de Poisson.
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se o8 conjuntos limites compostos de trajetérias periddicas sao densos, devemos inves-
tigar se, a0 se perturbar um movimento recorrente, podemos “fecha-lo”, gerando uma
trajetoria periddica. A este problema se refere um resultado muito importante da te-
oria, chamado “Closing Lemma”. Problema introduzido, mas néo é demonstrado, no
artigo de Peixoto que acabamos de citar. De fato, o autor se serve de um resultado
um pouco mais fraco que ele cré bastar para demonstrar seu teorema principal sobre
a densidade. No entanto, percebeu-se mais tarde que seu resultado nao valia para
superficies naoc-orientaveis®!,

Nos casos em gue a densidade é demonstrada, isto é, para fluxos em variedades
compactas bidimensionais orientaveis, temos um quadro global do comportamente
dos sistemas bastante satisfatério. Isto por dois motivos: porque os estruturalmente
estaveis sdo bem caracterizados pelas condigoes de Andronov e Pontryagin; e porque
sendo densos, podem aproximar qualquer sistema.

Quanto ao problema de classificacdo, se cle era intratdvel no espago de todos os
sistemas, ele se torna bem mais viavel no sub-conjunto dos estruturalmente estiaveis.
Este sub-conjunto sendo aberto e denso, podemos dizer que ele € “grande” no espaco
de todos os sistemas ou, em um certo sentido, que “quase todos” os sistermas sao
tratdveis”. Como diz Peixoto, e esta seja talvez uma nomenclatura mais apropriada,
um sub-conjunto aberto e denso é “genérico” no universo onde ele habita.

Temos um resultado forte de caracterizacao para a situagio bidimensional; resta
saber o que acontece para dimensiao qualquer. Este serd o ponto de partida dos
famosos trabalhos de Smale, relacionados a novas caracterizacdes e conjecturas de

“genericidade”.

8.3 A nocao de genericidade e o problema da clas-
sificacao

Inicia como se segue a secdo sobre as equacoes diferencials do artigo de Poincaré,

“L’Averar des mathématiques”, apresentado no Congresso Internacional de Roma,

HCharles Pugh, o mesmo matematico que comunicou este eyro a Peixoto, demonstrou o Clesing
Lemma na topologia C. Para a topologia C7, no entanto, o problema ficou em aberio,

I Veremos, mais adiante, que a densidade indica o tamanho de um conjunte em um sentido muito
particular.
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em 1908:

“On a déja beaucoup fuit pour les équations différentielles linéaires el il ne
reste qu’a parfeire ce qui est commencé. Mais en ce qui concerne les égualions
différentielles non linéaires, on est beaucoup moins avancé. Lespoir d une intégration
a Uaide des fonctions connues est perdu depuis longtemps; il faul done étudier pour
elles-mémes les fonctions définies par ces équations différentielles et d’abord ienter
une classification systématique de ces fonctions: {...) nous ne serons salisfails que
quand on aure trouvé un certain groupe de transformations (par exemple de transfor-
mations de Cremona) qui jouera par rapport aur équations différentielles le méme rile
que le groupe des transformations birationnelles pour les courbes algébrigues. Nous
pourrons alors ranger dans une méme classe toutes les transformées d'une méme
équation” (POINCARE, 19084, p.162).

O espaco de fase na vizinhanca das singularidades, como vimos no segundo
capitulo, pode ser resolvido aproximadamente do modo enunciado por Poincaré.
Enfraquecendo-se as exigéncias estruturais sobre o conjunto de transformacoes que
eram, no caso geral, homeomorfismos, ou entio difeomorfismos, para as contracbes®®.
O problema global, no entanto, ¢ muito mais dificil. Mesmo se considerarmos o es-
paco de fase de urn sistema dindmico globalmente em uma variedade, ja teremos
complicacdes suficientes se esta variedade tiver dimensao um, como ¢ o caso dos dife-
omorfismos do circulo.

Uma das etapas da classificagiio, também a semethanga do que dissemos 1o se-
gundo capitulo, é a demonstracio de wm teorema de conjugagao. Na secdo anterior,
descrevernos como isto pode ser simplificade. no easo global bidimensional, se ti-
vermos um teorema de conjugacdo para um sub-conjunto genérico, que nos permita
classificar apenas este sub-conjunto. Mesmos se nao tivermos uma classificacao co-
mo a das curvas algébricas. para o problema global em dimensao qualquer. como
queria Poincaré, a Geometria Algébrica fornecerd uma pista para a simplificagao do

problema: a genericidade.

*Liddvamos, neste momento, com grupos formados por germes de transformagdes, isto é, trans-
formagoes que deixam a origem fixa e se equivalem na vizinhanga da origem.
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Para falar das origens da nocao de genericidade devemos comecar citando a Ge-
ometria Algébrica, originada na [tdlia do século XIX. Nesta teoria, o objetivo asso-
ciado & nocdo de “genericidade” cra o de agrupar objetos a menos de certos objetos
excepeionais, que poderiam ser descartados. Uma propriedade é dita genérica se ela é
verdadeira para quase todos os pontos de um coniunto, a excegao de um sub-conjunto
algébrico verdadeiro® .

Para estruturas diferenciais, wina das primeiras ocorréncias desta nogao de gene-
ricidade € encontrada em um trabalho de Whitney, de 1955, sobre as singularidades
de aplicagdes do plane no plano(WHITNEY. 1955). O adjetivo * genérico™ nao era
empregado neste trabalho, mas nele Whitney definia uma aplicacio “excelente”, mos-
trando ainda que, em um espago funcional, toda aplicacdo podia ser aproximada por
uma aplicacdo “excelente”. Estudando as singularidades das fungoes diferencidveis,
René Thom ira retomar os trabalhos de Whitney, afirmando que seu resultado de
aproximacao pode ser entendido como uma transposicao & Geometria Diferencial da

propriedade de genericidade da Geometria Algébrica®®. O espaco em questdo passa

cionais sao sub-espacos fechados sem ponto interior. Em 1956°%, Thom propde que
se caracterize as funcdes excelentes a partir de suas singularidades, ou seja, que se
descreva am certo conjunto de singularidades tal que as aplicacoes que possuam tais
singularidades sejam genéricas.

A partir deste momento, as ligacdes entre os matematicos que citamos se estabe-
lecem muito rapidamente, e faremos um breve relato sebre o assunto. No mesmo ano
de 1956, acontece, no México, uin congresso internacional, onde Smale, que acaba-
va de defender sua tese, conhece René Thom®. Depois serd a vez de Peixoto, que
ele conhecera em Princeton dois anos mais tarde, e, segundo testemunho do préprio

Smale, € a partir deste encontro que ele ird se interessar pelos problemas da Teoria
Smale, é a partir deste encontro que ele ird se interessar pelos problemas da Teoria

dos Sistemas Dinamicos. Cabe notar que, mesmo tendo demonstrado um resultado

2TUm subconjunto algébrico é verdadeiro se ele ¢ magro no conjunto original.

23 Thom esteve em Princeton durante os anos 1951 e 1952 onde, a partir de conversas com Claude
Chevalley, percebe que 0 conceito de genericidade era essencial para o seu ponto de vista, e que
podcria ser estendido para as estruturas diferenciais.

#Ver (THOM, 1955-1956) e (THOM, 1956b).

%0Na mesma ccasifio ele é apresentado ao materndtico brasileiro Elon Lages Lima, que, por sua
vez, 0 apresentard também a Peixoto.
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de densidade em seu artigo de 1958, Peixoto ainda nao usava o termo “genericidade”.
No inicio de 1960, Smale se encontra no Rio de Janeiro onde trabalha com Peixoto,
fazendo-o entrar em contato com os trabalhos de Thom. Em 1961, francés sera con-
vidado para vir ao Instituto de Mateméatica Pura e Aplicada (IMPA) e 0 modo como
Peixoto reescreve o problema, jd entao denominado “genericidade”, em 1962 é influ-
enciado por Thom™. E interessante notar que, apesar de ter discutido varios pontos
de seu artigo de 1958 com Whitney, s6 mais tarde Peixoto toma consciéncia de que
aquele matemdatico, em 1953, ja havia demonstrado o resultado sobre as aplicagoes
do plano no plano que, na nova linguagem. queria dizer que as aplicacdes estrutural-
mente estdvels constituiam um sub-conjunto aberto e denso no espago formado por
estas aplicagoes.

Apds o primeiro encontro com Peixoto, como dissemos, Smale se dedicard a es-
tender seu resultado para dimensdes superiores; para isto, sua experiéncia anterior
em Topologia o deixava muito otimista . Dedicaremos uma secao especial a esta
generalizacdo e aos objetos inesperados dela provenientes.

A colaboracao entre os matematicos citados se prolongard pelos anos 60. Em
1964, Thom chega ao Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES) e convida Pei-
xoto para uma série de conferéncias nesta instituicio; a relacdo com Smale também
prossegue e o parentesco da Teoria das Singularidades com a Teoria dos Sistemas
Dindamicos torna-se evidente. Sobre as interacGes entre diversas escolas que se deram
no IHES nesse periodo, indicamos a tese de David Aubin 4 Cultural History of Ca-
tastrophes and Chaos: around the “Institui des Hautes Etudes Scientifiques”, France.
Neste momento Thom comeca a trabathar ne que viria a constituir seu famoso livro
Stabilité structurelle et morphogeneése, do qual um primeiro manuscrito data de 1966
e a primeira publicacio de 1972(THOM, 1972)%%. Nestes trabalhos de René Thom,
sente-se claramente a influéncia das proposigées de Smale. Em uma nota de 1966
(THOM, 1968), o matematico francés afirma que, se a ciéncia quiser aplicar ferra-
mentas diferenciais para descrever os fentmenos naturais, ela niao poderd ignorar a

estrutura dos atratores de um sistema dinamico estruturalmente estdvel, uma vez que

B0 artigo de Peixoto(PEIXQTO, 1962) foi publicado na revista Fopology, da qual Thom era
editor.
#Tivemos noticia deste manuscrito pela tese de Aubin que acabamos de citar.
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todo “estado fisico™

que apresenta uma certa permanéncia, é necessariamente re-
presentado por um atrator deste tipo. Esta serd uma das teses de Thom em seu livro,
onde postula que o conjunto fechado onde os objetos sdo excepcionais, que represen-
tam uma descontinuidade de um processo, constituem a morfologia deste processo.
Uma forma, se ela possul uma certa permanéncia, deve ser estruturalmente estavel;
e 0s pontos onde ela deixa de sé-lo interessam a Teoria das Catastrofes. Estes pontos
formam conjuntos excepeionals no caso em que temos algum tipo de genericidade da
estabilidade estrutural. Na edigao de 1972, Thom propoe, em seu livro, que o termo
“genericidade” seja usado no sentido que havia sido proposto por Smale(SMALE,
1967):

“Lladjectif “générique” a été employé en Mathématique dans tant d’acceptions
différentes qu'il est probablement déraisonnable d'en vouloir restreindre 'usage dans
le cadre d'une théorie formalisée. On peut souhaiter que la suggestion récente de
Smale finisse par s'tmposer; selon Smale on devrait réserver le qualificatif générique
auxr propriétés des éléments d’un espace topologique E, sans jomais Uappliguer auz
éléments de cet espace; une propriété P des points d'un espace E est dite générigue s
l'ensemble des points qui présentent la propriété P est dense dans E. FEn attendant,
o appartiendre auw mathématicien, s% lui arrive d'user ce terme, d’en préciser lo

signification locale et de 'y tenir jusqu’a nouvel avis” (THOM, 1972, p53}.

8.3.1 Uma primeira tentativa de descrever o que acontece
em dimensoes maiores que dois

Mais uma vez, iniciaremos falando de Poincaré: lembrando-nos, mais precisamente,
do seu resultado, j4 comentado no terceiro capitulo, que afirma ser a relacao entre
os nimeros de singularidades de diferentes tipos determinada pela topologia da su-
perficie onde o campo de vetores estd definido. Estudando o niinero de pontos criticos
de funcoes diferenciaveis. Marston Morse havia estabelecido uma série de desigualda-
des que, do ponto de vista dos sisternas dindmicos. poderm ser vistas como un caso
especial em que o campo € gradiente. Em um artigo publicade em 1960, Smale ge-
neraliza este resultado, obtendo desigualdades gue associam o ndmero de trajetdrias

periodicas de diferentes tipos com a homologia da variedade onde o sistema dinamico

¥ Grifo de Thom.
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esta definido{SMALE, 1960a). Desse modo, Smale, neste trabalho, vé-se motivado a
definir sistemas dinamicos com caracteristicas especiais, andlogas aquelas que havi-
am sido propostas por Andronov ¢ Pontryagin em dimensdo dois. Trata-se de uma
classe de sistemas em que todas as trajetdrias tendem para trajetorias periddicas que
sao hiperbélicas e em namero finito. Além disso, as variedades invariantes estdveis e
instaveis destas trajetorias devem interceptar-se transversalmente.

Sistemas desse tipo foram denominados Morse-Smale, por Thom. Observamos
a influencia da feoria da transversalidade, desenvolvida pelo prépric Thom, sobre a
definicao de Smale que consiste em dizer que a condicdo enunciada pelos soviéticos,
de que ndo ha ligacao de pontos de sela, pode ser generalizada, em dimenstes maiores,
dizendo que as variedades invariantes se interceptam transversalmente.

Mas Smale ird mais longe. Ainda no mesmo artigo ele conjectura se estes sistemas
nfo seriam, entéo, “quase todos” os sistemas dinamicos. Isto é, o sub-conjunto dos
sistemas, que viriam a ser chamados Morse-Smale, seria aberto— como cada umn
dos seus elementos seria estruturalmente estivel— e denso no conjunto de todos os
sistemas dindmicos.

Uma classificacio satisfatéria dos sistemas dinamicos, a exemplo do resuitado de

Peixoto, exige trés procedimentos:

(1) uma caracterizagdo de um certo tipo de sistema;
(i1) a demonstracao de que os sistemas deste tipo sdo robustos;

(ili) a demonstragdo de que o sub-conjunto de sistenas deste tipo é genérico no

conjunto de todos os sistemas.

A ‘“robustez” ¢é traduzida matematicamente, neste momento, pela estabilidade
estrutural, e a “genericidade” pela densidade®. A caracterizacio é entdo uma espécie
de protétipo para o comportamento de “quase todos” os sistemas. Nestes termos.
a conjectura de Smale significa propor que os Morse-Smale sic “quase todos™ os
sistemas.

Jacob Palis demonstra, como resultado de sua tese, que os sistemas Morse-Smale

34 Abertura e densidade, inicialmente,




sdo estruturalmente estdveis em dimensoes baixas e, em seguida, generaliza este re-
sultado, com Smale, para dimensio qualquer: (PALIS, 1969a} e (PALIS & SMALE,
1970). Uma das exigéncias da classificacdo é, deste modo, bem resolvida. Isto foi
demonstrado alguns anos mais tarde ¢ o maior empecitho & sua conjectura, que foi
imediatamente notado, referia-se a densidade dos sistemas propostos por Smale.

Insere-se aqui. novamente, a questao das trajetdrias homoclinicas, fonte de um erro
no artigo premiado de Poincaré: as vartedades invariantes {estdvel e instavel) de um
ponto fixo podem voltar a se interceptar em um outro ponto chamado homoclinico.
J& falamos da complexidade das intersegoes das variedades estdveis e instdvels na
presenca de um ponto homoclinico transversal. Segundo a demonstracao de Birkhoft,
ja mencionada no quarto capitulo, existem, na “vizinhanga estendida” do ponto ho-
maoclinico, infinitos pontos periddicos. Lembrando que este comportamento tem lugar
na secao de Poincaré, isto significa que, na vizinhanca de uma solugio periédica do
sistema tridimensional que esta sendo considerado por Birkhoff, existem infinitas so-
lucbes periddicas. Smale, entretanto, nio tinha conhecimento destes trabalhos e eles
constituem, mais uma vez, a tomada de consciencia da extrema complexidade do pro-
blema considerado, o gue conseqiientemente indica a falsidade da conjectura de que
sistemas tao simples quanto os Morse-Smale poderiam “representar” o comportamen-
to de “guase todos” os sistema dinamicos. As caracteristicas da dinamica associada
a um ponto homoclinico serdao comunicadas a Smale por Norman Levinson.

Desde o tempo de Poincaré, até os anos 50, a pesquisa em sistemas dinamicos
no Ocidente se mantinha-se por trabalhos isolados que nao chegavam a formar uma
escola. Exemplo destas pesquisas sao os trabalhos do préprio Van der Pol{VAN
DER POL, 1926}, que jd havia, em 1926, tracado um espago de fase e mostrado a
existencia de um ciclo limite. Estudando as solugdes de uma modificacio da equagdo
de Van der Pol, em trés dimensdes, surgem os trabalhos de Cartwright e Littlewood,
nos anos quarenta. Uma das suas principals preocupacdes consistia em saber como
variavam as solucoes periddicas da equagdo, ou seja, se estas solucbes eram estaveis,
quando perturbdvamos os parametros que definiam esta equacio. Trata-se de um
problema andlogo ao tratado por Andronov e os matematicos da escola de Gorki

no entanto, diferentemente dos soviéticos, Cartwright e Littlewood néo chegaram a



empregar métodos topolégicos que permitissern generalizar as perguntas, que se res-
tringiam a equacoes especificas. Para casos particulares, no entanto, eles avangaram
o suficiente para encontrar comportamentos bastante surpreendentes.

A estranheza causada em Cartwright e Littlewood sé ficara mais clara com os tra-
bathos de Levinson(LEVINSON, 1949}, Usando as secbes de Poincaré e analisando
a transformacio de pontos sobre a se¢ao, Levinson percebe que, no conjunto inva-
riante por esta transformacio, hd um mimero infinito de pontos periddicos®. Mais
grave ainda, estes pontos, que correspondern a trajetdrias periddicas, nao podem ser
desprezados, pois eles sdo robustos?®,

Logo apds sua chegada ao Rio de Janeiro, em 1959, Smale recebe uma carta de
Levinson dizendo que sua conjectura nao podia ser verdadeira, pelos motivos mencio-
nados no paragrafo anterior. Ou seia, se os Morse-Smale fossem densos, na vizinhanga
de um sistema qualquer, poderiamos encontrar um sistema com um ndmero finito de
pontos periddicos. Mas como encontrar um sistema assim na vizinhanga de um outro
sistema que possul um nilmero infinito de pontos periddicos, se este ultimo ¢ robusto?

Smale percebe seu erro e imediatamente procura descrever geormetricamente o
conjunto que Levinson havia encontrado analiticamente, Isto darad origem & célebre
“ferradura de Smale” {(horseshoe). da qual ndo descreveremos a construgao, posto
que isto é encontrado abundantemente na literatura. Lembramos, no entanto, que
se trata de uma aplicacdo, de um quadrado bidimensional nele mesmo, tal que, o
conjunto invariante desta transformacio é um conjunto de Cantor, que é produto de
dois conjuntos de Cantor. Este conjunto é constituido de pontos nao-errantes e, nele,
os pontos periddicos da transformacio sdo deusos®”. Isto mostra, em particular, que
ha um ndmero infinito de pontos periédicos.

Se uma dinamica possui um ponto homoclinico, ela contém uma ferradura. Além

disso, este fendmeno ¢ robusto, ou seja. estruturalmente estavel®®. Este era o motivo

HEsta possibilidade j& havia sido mostrada por Birkhoff que é mencionado explicitamente por
Levinson.

3Mais precisamente, a robustez aqui significava que estes conjuntos nio podem ser descartados
com uma perturbacao O

37 Além disso, existe uma orbita que € densa neste conjunto,

BPalamos rapidamente destes acontecimentos pois eles sio relatados com detathes em muitas
obras, pelos proprios matematicos que protagonizaram este periodo do desenvolvimento da teoria.
Este é, alids, um ravo exemnplo em que os pesquisadores, ao contrdrio do que se diz usualmente, fazem
questio de relatar as obscuridades encontradas no processo de construcgdo da teotia, suas falhas, seus
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da complexidade encontrada anteriormente por Poincaré, Birkhoff, Cartwright, Lit-
tlewood e Levinson., Smale confessa que, se ele conhecesse estes trabalhos nunca teria
proposto a conjectura sobre a genericidade dos sistemas Morse-Smale.

A ferradura apresenta um protétipo da complexidade da dindmica contida nos
trabalhos de seus predecessores, que tanto os surpreenderam e que ndo sc tinha ar-
riscado a tracar. Em uma nota autobiogréfica chamada Finding o Horseshoe on the
Beaches of Rio*®. Smale atribui esta parte de seu trabalho & sorte de estar no IM-
PA, por volta de 1960, onde confiuiram tradicdes historicas diversas em dinamica,
que, apesar de lidarem com o mesmo assunto, faziam-no de forma isolada. A saber,
sao trés estas tradigdes: Cartwright-Littlewood-Levinson; Poincaré-Birkhofl; e, final-
mente, os trabalhos sobre a estabilidade estrutural dos autores soviéticos, de que ele

tomou conhecimento através de Peixoto.

8.3.2 Ainda a classificacao: o protétipo da hiperbolicidade

Nao falamos ainda de uma propriedade importante da ferradura: a hiperbolicidade.
No lugar dos pontos periédicos define-se conjuntos hiperbélicos. Grosso modo, um
conjunto ¢ hiperbolico se, em todo ponto, a dinamica pode ser decomposta localmente
em uma diregio expansiva e uma diregiio contrativa®®. Esta propriedade serd essencial
no mode como Smale propée wma nova classificaciio, usando o contra-exemplo da
ferradura a seu favor*!. A ferradura para Smale nao cra um fim em si mesmo, mas um
instrumento para se penetrar em um novo territorio, até entiao inexplorado??. Isto nos
faz lembrar da célebre frase de Poincaré ac afirmar que as solugoes periddicos eram a
unica brecha para penetrar no lugar inaborddvel dos conjuntos globais de trajetorias,

em dimensdes superiores. Birkhoff enxerga a limitacio das solugdes periddicas e

desvios, como motores da pesquisa.

A nota fol apresentada em uma conferéncia realizada ere 1996, no IMPA, na comemoracéo do
aniversario de 45 anos do CNPQ ¢ uma versio ampliada foi publicada em 1998(SMALE, 1998).

400 fato de que a ferradura satisfaz esta propriedade pode ser entendido intuitivamente pelo
processo de construcao, por uma sucessio de estiramentos e dobras, ou ainda pela sna relacio com
pontos homoclinicos, que aparccem na intersecao de uma variedade estdvel com uma instdvel.

11 Palis ohserva, em entrevista concedida & autora(PALIS, 1997), que, neste momento, Smale toma
uma atitude bem ao sen estilo, de, ao invés de se preccupar com o erro, virar o jogo em favor de
uma nova proposicio, que vird alargar os conceltos matematicos,

¥ Esta visio sobre o papel da ferradura ¢ expressa por Anosov{ ANQSOV, 1986) e podemos notar
que ela segue a mesma linha daguela que acabamos doe citar,
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propoe que, o papel que elas exerciam para Poincaré, fosse substituido pelos movi-
mentos recorrentes. Com a ferradura, ganhamos mais um aliado para explorar os
aspectos globais possiveis das trajetdrias definidas por tma dinamica.

A nova tentativa de classificacio ird propor um novo protétipe no qual o papel
que as trajetérias periédicas exerciam nos sistemas Morse-Smiale, serd exercido por
conjuntos mais complicados: os conjuntos hiperbolicos. Para falar destes conjuntos,
que incluem a ferradura, precisamos rvetornar & Unido Soviética.

Ein 1861, Smale apresenta a ferradura em um congresso em Kiev onde encontra
Anosov que, em seguida, j4 em Mosecou, o apresenta a Arnold, Novikov e Sinai®?,
Todos com contribuicées fundamentais em dinamica mas, para a nova conjectura de
classificacdo, os trabalhos de Anosov nos interessam particularmente.

Logo apéds o exemplo da ferradura, Thom ventila um exemplo de difeomorfismo

2 1
do toro definido pela transformacao linear . As variedades estdvel e instdvel
11
da origem (que é um ponto fixo) possuem inclinacdes irracionais e sao densas no toro,
interceptando-se transversalmente. Logo, o conjunto de pontos homoclinicos é denso
e, conseqilentemente, os pontos periddicos também sao densos, logo, infinitos. Além
disso, este toro é, todo ele, um conjunto hiperbdlico. Faldvamos antericrmente de
umn conjunto finito de pontos periodicos hiperbdlicos, no exemplo dos Morse-Smale;
por outro lado, no caso da ferradura, os seus poutos sao todos hiperbolicos, mas ela
nao ocupa tode o espaco de fases. No exemplo do difecmorfismo do toro, o espaco de
fases todo é um conjunto hiperbdlico e, motivado por este exemplo, apds o encontro
com Smale na Unifo Soviética, Anosov ird propor os sistemas que ficaram conhecidos
como difeomorfismos de Anosov. Sistemas que generalizam os fluxos geodésicos em
superficies fechadas de curvatura negativa, propostos por Hadamard, e que citamos
no terceiro capitulo. Cabe ressaltar que o préprio Hadamard ja estava consciente da
hiperbolicidade deste exemplo. Além disso, Anosov demonstra que os sistemas que
ele propoe, globalmente hiperbdlicos, sdo estruturalmente estdveis: {ANOSOV, 1962)
e (ANOSOV, 1967).
Como estes exemplos, tanto a ferradura quanto os sistemas de Anosov, s&o es-

truturalmente estdveis, a atitude de Smale serd a de incorpord-los & definicao de um

BVer o relato de Smale sobre este encontro em {SMALE. 1980h).
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novo prototipe para a dindmica. visando sempre a genericidade da estabilidade estru-
tural, Ha varios artigos, nao apenas de Smale, que fizeram parte do processo anterior
4 proposicdo de uma nova conjectura; nio iremos enumerd-los no entanto, saltando
para wm importante trabalho que Smale publica em 1967, Trata-se do artigo Diffe-
rentiable Dynamical Systems, onde encontramos um panorama hastante completo da
teoria que havia se desenvolvidoe até este ponto.

Em primeiro lugar, as definicdes deverdo ser adaptadas ao novo propdsito. O
conceito de genericidade passa a ser assoclado a uma propriedade satisfeita por um
conjunto residual e esta é exatamente a definicio a que Thom se refere na citacao que
extraimos de seu livro Stabilité structurelle i morphogenése. Nao serd mais enfocada
a globalidade das trajetérias, mas apenas os conjuntos nao-errantes da dindmica**.
A estabilidade estrutural cxigida passard, entdo, a ser a estabilidade estrutural dos
conjuntos nao-errantes®.

Quante & caracterizaciao do protétipo. ela deverd se voltar para a deserigdo dos
conjuntos nao-errantes possiveis, dentre os quais podemn se encontrar as dinamicas da
ferradura ¢ dos sistemas de Anosov. A propriedade essencial, inspirada nos exemplos
que acabamos de citar, é a hiperbolicidade destes conjuntos e o fato de que, neles,
0s pontos pericdicos devem ser densos. Sistemas deste tipo sao chamados Axziomae
A%, Smale propde ainda uma decomposicao dos conjuntos nao errantes deste tipo
ern sub-conjuntos de base que devemn ser transitivos, isto é, possuir uma trajetdria
densa’”. Cada um deste conjuntos de base seria como sistemas de Anosov e, para que
cada um deles fosse estdavel, ele acrescentou uma condigao de transversalidade entre
as variedades cstdvels e instdveis'®.

Como instrumento fundamental para penetrar no aspecto global da dindmiea, os

M Conjuntos que haviam sido definidos por Birkhofl {ver terceiro capitulo) e caracterizados por
conterern informagdes importantes sobre a dindmica, isto €, as que possuem um tipo minimoe de
recorréncia.

B Came um conjunto nic-errante era chamado de £2, esta condicdo foi denominada Q-estabilidade.

HNa entrevista que mencionamos anteriormente, Palis observa a infelicidade de certas denomi-
nacdes empregadas na época, como {l-estabilidade para a estabilidade dos conjuntos nao-errantes
e Azioma A. Neste dltimo caso, propée-se que estes sistemas sejam chamados apenas hiperbdlicos,
como efetivamente ja é feito.

17Cabe lembrar que Birkhoff j& havia anunciado a importancia de se procurar as regides do espaco
de fases onde a dinamica é transitiva, conforme mencionamos no capitulo 7.

BNa conferénecia comemorativa dos 60 ancs de Smale, Palis (PALIS, 1993) relata como esta
condicdo foi substituida por uma outra, a auséncia de ciclos, que acabou por se firmar como condicao
necessdria para a estabilidade.
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conjuntos hiperbélicos vém substituir as solugdes periddicas— propostas por Poin-
caré— e precisar as propriedades dos movimentos com algum tipo de recorréncia—
propostos por Birkhoff. Além disso, concluir-se-, mais tarde, que a nocio de hiper-
bolicidade estd intirnamente relacionada a estabilidade estrutural. No entanto, com
relacio a genericidade, isto é, quanto & questdo de saber se os sistemas hiperbélicos
constituem a “maior parte” dos sistemas dinamicos, estava-se ainda muito longe de
uma resposta. As complexidades robustas que ainda estariam para ser descobertas
superariam todas as expectativas. Contudo, isto nao nos impede de afirmar, parafra-
seando Poincaré. que os sistemas hiperbélicos eram a dnica brecha para se penetrar

no inabordavel.

8.3.3 A estabilidade da instabilidade

Um dos aspectos da dindmica associada a presenca de uma ferradura é que, para
duas condicoes iniciais proximas, seus iterados podem divergir. Esta propriedade

¥ No caso de modelarmos um

serve para caracterizar ¢ que denominou-sc “cacs’
sisterna fisico por um sistema dindmicoe determinista, a sensibilidade as condicoes
inicials tem como conseqiiéncia um problema de previsibilidade para o sistema fisico.
Esta propriedade indica a separacao entre determinismo e previsibilidade no estudo
de um sistema fisico, wma vez que, mesmo o modelo dindmico sendo determinista, a
sensibilidade As condicdes iniciais impde uma limitacdo & previsdo. Preferimos nio
seguir o apelo inicial da nocio de “caos”™,

A scnsibilidade as condicoes iniciais ¢ win tipo de instabilidade no conjunto de
trajetdrias, mais precisamente, se for utilizada a definicao de estabilidade de Lyapu-
nov, tal como a apresentamos no capitulo anterior. Dissemos também que a novidade
da estabilidade estrutural, tal como proposta por Andronov e Pontryagin, ¢ versar
sobre o conjunto dos sistemas dinamicos, e introduzir, neste conjunto, a questio da

estabilidade, propondo que um modelo que ndo possua estabilidade estrutural néio

pode ser adequado a modelagem de um sistema fisico. Quanto ao sistema fisico que

1% Aparentemente esta expressio foi utilizada pela primeira vez por Li e Yorke, em 1074, 20 es-
tudar o atrator de Lorenz, de que falaremos mais tarde. Para maiores detathes ver tese de David
Aubin(AUBIN, 1998).

808e temos alguma restricdo a esta nomenclatura, ela se deve exclusivamente ao modo, muitas
vezes ideologico, como este conceito & divulgado ¢ exportado para outras Areas.




estamos modelando, a estabilidade de Lyapunov {equivalente & nao existéncia da
sensibilidade as condicoes iniciais) é a condicao de possibilidade da previsibilidade a
partir de um dado modelo e a estabilidade estrutural, a condicao de possibilidade da
matematizaciao do sistema fisico por wmn certo modelo.

Os conjuntos hiperbdlicos que mencionamos no pardgrafo anterior, possuem sen-
sibilidade as condicdes iniciais. No caso. por exemplo, dos fluxos geodésicos, isto j&
havia sido notado por Hadamard. o que impressionou alguns célebres cientistas de seu
tempo, como Pierre Duhem®'. O mais surpreendente nos exemplos da ferradura e dos
difeomorfismos de Anosov é gue eles sdo estruturalmente estaveis. Isto é, o fendémeno
de instabilidade relacionado a sensibilidade as condicoes iniciais é estavel por pertur-
bagtes na definicac do sistema. Podemos dizer que a instabilidade no conjunto de
trajetdria é estavel, quando a estabilidade ¢ definida no nivel dos sistemas. Justa-
mente por 1sso, ndo é contraditério dizer que se frata de um caso de “estabilidade da
instabilidade”.

() exemplo de Thom. que deu origem aocs sistemas de Anosov, em particular,
possui a propriedade de sensibilidade as condicdes iniciais. Apesar da complicacgio
de snas trajetérias, a estrutura global destas trajetdrias é tdo bem compreendida,
que o proprio Thom observa que seria “ridicnlo” dizer que se trata de uma situacio
“cadtica”®. Alain Chenciner vai mais longe, afirmando, em uma conferéncia apre-
sentada no coloquio Epistémologie des systémes dynamiques realizado em Paris em
1999° que um fluxo geodésico em uma superficie com curvatura negativa, por exems-
plo, pode ser considerado integravel. De modo genérico, um sistema é completamen-
te integravel, tradicionalmente. quando podemos escrever formulas para as solucoes,

mesmo que nada saibamos sobre a estrutura global das trajetdrias™. A geometria se

1Sebre o exemplo de Hadamard, ver (CHABERT, 1992). Sobre as origens da discussio sobre a
sensibilidade as condigbes iniciais e snas relacGes com o problema do determinismo, ver a tese de
Carlos Koehler{ KOEHLER, 1995).

¥ Apesar do qualificativo “cadtice”, introduzide por Li e Yorke, estar associado ao atrator de Lo-
renz, que sabemos ser uina situagdo ndo hiperbdlica, ele estava associado A sensibilidade s condigdes
iniciais e é a esta propriedade que se relaciona o “caos”, tal como se tornou amplamente difundido.

%3 As conferéncias cstao reunidas no livro de mesmo nome (FRANCESCHELL! ¢f al., Em prepa-
racao).

8H4 diversas definicdes de integrabilidade e, para uma discussio histdrica e conceitual de suas
diferencas e semelhancas, indicamos a tese de Ildeu de Castro Moreira(MOREIRA, 1996). Salien-
tamos apenas quc, todas as definicdes usuals diferem do sentido em que empregamos este conceito
neste momento, que ¢ fundamentalmente geométrico.
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torna, portanto, essencial se queremos entender o exemplo de Hadamard, que sabemos
hoje ser um caso particular de sistema de Anosov,

Neste caso nao ha formulas e, no entanto. “eu diria, de bom grado, que se tra-
ta, ainda, de um problema integravel, mesmo que a integrabilidade de que se trata
seja téao distante quanto possivel da integrabilidade completa no sentido da mecanica
classica” (CHENCINER, 1999},

Consideramos que a estabilidade dos conjuntos, de que tratamos aqui, fornece
uma razao a mais para concordarmos corn Thom e Chenciner.

Podemos dizer que os exemplos encontrados para mostrar que os sistemas hiper-
bolicos ndo sao densos, possuem um cutro tipo de estabilidade da instabilidade. Estes
sdo sistemas que também possuem sensibilidade as condigbes iniciais, mas nao sao
hiperbdlicos, de modo robusto. Descobriu-se que podia haver dominios, no conjunto
dos sistemas dinamicos definidos em uma certa variedade, preenchidos completamente
por sisternas que nao sao estruturalmente estiveis. Isto quer dizer que, perturbando-
se qualquer um dos sistemas deste dominio, obteremos sistemas qualitativamente
distintos. A estabilidade da instabilidade a que nos referimos ao falarmos destes
exenmplos, é a persisténcia da instabilidade estrutural. Ou seja, a instabilidade desta
vez 1ao estd e outro nivel (no conjunto das trajetdrias}, mas no espaco dos sistemas
e é esta instabilidade que pode ser persistente. Claro que, neste caso, a persisténcia
nac ¢ a estabilidade estrutural, mas ndo entraremos nos detalhes das novas definicoes

que surgem, para fugirmos do risco de ser levados longe demais.

8.4 Um exemplo de aproximacao com a fisica: a
transicao ao movimento turbulento dos fluidos

Analisaremos, nesta secao, o argumento do artigo escrito por David Ruelle e Flo-
ris Takens, publicado em 1971: On the Nature of Turbulence{ RUELLE & TAKENS,
1971)%%. Escolhemos este trabalho por sua novidade e pela influéncia por ele exer-

cida no trabalho dos fisicos que se dedicavam ao estudo da transicdo & turbuléncia.

FEsta secio provém, guase integralmente, de um artige escrito pela autora em conjunto com Sara
Franceschelli: “Les scénarios vers le chaos entre physigue el maothématique: les systémes dynami-
ques 4 Uoeuvre dans Uétude de lo turbulence” (FRANCESCHELLI & ROQUE, n.d.). Ver também
(FRANCESCHELLI & ROQUE, 200G}.
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Principalmente no que tange & utilizagdo dos conceitos e das ferramentas qualitativas.

A novidade deste artigo é a utilizagdo do modo de pensar da Teoria dos Sistemas
Dinamicos para descrever o que se passa com o movimento de um fluido viscoso,
incompreensivel, submetido a uma forga externa. Para um fluido que ocupa uma
regido dada do espago tridimensional, o seu estado pode ser descrito por um campo
de velocidades e a evolugio deste campo é dada pela equacao de Navier-Stokes, que
habita um espaco de dimensao infinita.

A transicao do fluido de um estado laminar para um estado turbulento havia sido
estudada, em torno dos anos quarenta. por L. Landan e E.Hopf ({LANDAU, 19644)
e (HOPF, 1948)). Mesmo que estes pesquisadores tenham trabalhado independente-
mente, eles propuseram interpretacoes semelhantes sobre o fendmeno. Segundo cles,
um estado estacionario seria desestabilizado sucessivamente por superposicao de di-
ferentes velocidades independentes, e tais desestabilizacdes deferminariam uma tran-
sigdo para umn novo movimento quase-peridgdico, que é nao-estacionario, mas estdvel,
Um estado turbulento ¢ obtido ¢quando se tende a um ndmero infinito de freqiiéncias
independentes, chamadas modes. Como atribui-se um grau de liberdade a cada uma
destas freqliéncias, a turbuléncia estd associada a um nimero infinito de graus de
liberdade.

Um fato a ressaltar no trabalho de Hopf. ¢ que, ao se interessar pelo compor-
tamento assintético do sistema representado no espaco de fases, ele ja menciona a
possibilidade de restringir o movimento a uma variedade de dimensao finita:

“The qualitative mathematical picture (...) : to the flows observed in the long Tun
after the influence of the initial conditions has died dewn there correspond certain
solutions of the Navier-Stokes equations. These solutions constitute a certain manifold
in phase space invariant under the phase flow. Presumably owing to viscosity it has
a finite number of dimensgions” (HOPF, 1948).

Uma das maiores inovacoes da abordagem proposta por Ruelle e Takens é justa-
mente a de tentar entender o estabelecimento da turbuléncia depois de um nimerc
finito de bifurcacdes, modelando o problema por wn sistema com numero de graus

de liberdade nao apenas finito, mas pequeno. Neste caso, a aparicao de um espectro
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continuo de freqiiencias pode se dar subitamente, ndo precisando depender de infini-
tas desestabilizacOes sucessivas. Mas isto sd é possivel porque os autores se servein
fortemente da Teoria dos Sisternas Dindamicos na interpretacao e na modelizagao do
problema.

Comecamos pela nocido de genericidade, que possui um papel fundamental no
artigo de Ruelle e Takens™. Esta propriedade é definida, logo de inicio, do mesmo
modo como havia sido anteriormente proposta por Smale. Alias, este trabalho sobre
a turbuléncia é fortemente inspirado pelo artigo Differentiable Dynamical Systems
que, como dissemos, oferece um resumo dos rumos da Teoria dos Sistemas Dindmicos
naquele momento. O argumento principal de Ruelle e Takens consiste na utilizacao
das idéias de estabilidade e de genericidade para criticar o paradigma dos modos de
Landau. Esse autores iniciam o artigo com um exemplo bidimensional, onde a nao-
genericidade dos movimentos quase-periddicos resulta do Teorema de Peixoto, uma
vez que este teorema afirma serem densos, no conjunto dos sistemas bidimensionais,
08 sistemas nos quais o conjunto limite se compoe unicamente de um namero finito de
pontos periddicos. Um movimento quase-pericdico tem lugar sobre um toro e, se este
toro é bidimensional, podemos encontrar, tdo préximo quanto se queira, um outro
sistema estavel no qual o conjunto ndo-errante possui um ndmero finito de pontos
periédicos. Logo, os movimentos quase-periédicos nao sao genéricos.

Este raciocinio é recorrente na argumentacdo do artigo, que consiste em concluir
que um sistema ¢ nao-genérico se existe, cm sua vizinhanga, um aberto de siste-
mas que sao qualitativamente distintos do original. Na verdade, o préprio Ruelle
observa® que dizer. por este argumento. que os movimentos quase-periddicos sdo
nao-genéricos € nm abuso de linguagem, o mais correto sendo dizer que os movimen-
tos “nao quase-peridgdicos” sdo genéricos. Estd claro. no entanto, que a idéia é mostrar
que os movimentos quase-periddicos sao excepclonais.

Mas, em dimensoes maiores que dois, ndo sao conhecidos os conjuntos ndo-errantes

genéricos e, em particular, a generalizacio do teorema de Peixoto nao vale. Aqul se

%8 Ay idéias utilizadas neste artigo foram expostas no anc anterior, por Ruelle, em um curso cujas
notas foram publicadas por Eckmann(RUELLE, 1870). Tais notas nos foram muitoiteis na presente
andlise.

"TNo curso que mencionamos na nota anterior .
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insere a maior influéncia do artigo de Smale de 1967, onde era afirmada wma no-
va conjectura de estabilidade e genericidade. Um dos tipos de conjunto invariante
proposto neste trabalho, além da ferradura e dos difeomorfismos de Anosov, era um
conjunto obtido por uma aplicacao expansiva de uma variedade compacta, que con-
siste em torcer duas vezes um toro e mergulhd-lo em st mesmo. repetindo a operacio
ao infinito. O conjunto invariante que obtemos apds esta operacio € um atrator que é
produto de um conjunio de Cantor pela variedade. Iste exemplo, chamado selendide,
fora apresentado por Shub® e constitui um atrator estruturalmente estdvel.

Ruelle e Takens sugerem, entdo, que existe um atrator deste tipo na vizinhanca
de um movimento quase-periédico. Comeo este atrator é estdvel, ele ndo pode ser des-
cartado como um caso excepcional. Além disso, segundo os autores, este conjunto ¢
“nao-trivial”, por ser produto de um conjunto de Cantor por uma variedade e ¢ justa-
mente a esta propriedade que se refere o qualificativo de atrator estranho, empregado
para designar o solendide, sem outras definicoes mails precisas. Detalharemos, em
seguida, como tal objeto aparece na descrigio da transicdo para a turbuléncia.

No movimento de um fluido. um ponto fixo da equaciao de Navier-Stokes caracteri-
za um movimento estacionario. O estudo da transicdo & turbuléncia parte deste estado
conhecido, variando o valor do pardmetro. Ruelle e Takens propdem que esta variacio
seja feita de modo “fisicamente aceitavel”, desprezando toda variagio que ndo tenha
sentido fisico, interessando-se entao pelos pontos de bifurcacio. Em um primeiro
momento, aumenta-se o valor do parametro até obter uma bifurcacao de Hopf, que
transforma um ponto fixo em ciclo limite®™. Considera-se inicialmente o caso em que
todos 0s autovalores possuem parte real negativa e faz-se variar o parametro, parando
quando dois dos autovalores eruzam o eixo imagindrio. No sub-espaco do espaco de
fases que corresponde a tais autovalores, teremos um ciclo limite.

Intervém neste momento um outro argumento chave dos autores, o Teorema da
Variedade Central, usado para justificar que “néo se passa essencialmente nada no es-

paco ortogonal ao sub-espaco em questao” (RUELLE, 1970). Os teoremas deste tipo®

"8No artigo de Smale é citada a tese de Shub, mas este resultado foi publicado em (SHUB, 1969).

¥ Atestamos mais uma vez o quanto o pensamento de Hopf j4 era gualitativo e vimos também
como esta bifurcacie fora usada por Andronov.

%0Para justificar seu ponta de vista, os autores mencionam wm artigo de Kelley(KELLEY, 1967),
um de Hirsch, Pugh e Shub{HIRSCH ei ol., 1970) sobre as variedade invariantes e o livro /nwvarient
Manifolds, antes de sua publicaco{HIRSCH et al., 1977).




sao usados para legitimar que, apds a primeira bifurcacio, olhemos o que se passa
em dimensao dois sobre uma variedade localmente invariante, que contém os pontos
localmente recorrentes do sistema. Como negligenciam-se os estados transitérios, os
fendmenos que tém lugar na codimensao deste espago nao possuem interesse. Isto
permite a reducao do namero de dimensoes do problema.

A interpretacio da turbuléncia como um fendmeno de poucos graus de iiberdade
fol decisiva para os fisicos tedricos e experimentais que se inspiraram no trabalho
de Ruelle ¢ Takens, como mencionaremos mais tarde. Esta reducao s6 fol possivel
pela atitude, dos autores, de desprezar completamente o cardter preciso da equagio
de Navier-Stokes, o que possibilitou realizar uma abstraclo, tipica do ponto de vista
qualitativo, na descricado do fenomeno. Sera investigado, entdo, depois de quantas
bifurcacoes aparecerd um atrator estranho, que caracterizard a turbuléncia, dentro
desta nova interpretacao.

Sobre o ciclo limite que obtivemos apds a primeira bifurcacdo, tragamos uma se¢io
de Poincaré e efetuamos, sobre ela, uma segunda bifurcacdo de Hopf. Isto fard apa-
recer umn toro, sobre o qual existe um movimento quase-periddico para o qual devem
tender os outros. Este raciocinio ndo pode ser levado adiante apds esta bifurcacao, a

ks

menos que tenhamos wm caso especifico onde a situacdo é “quase fatorizivel” {“ne-
arly split”). Prosseguimos assim com este caso, em que podemos restringir a andlise
do movimento sobre toros “atratores”, ¢ a mesma teoria da variedade central, torna
legitima a procura de atratores na vizinhanga destes toros. Isto porque estes atratores
devem se encontrar nos conjuntos ndo-errantes e, considerando que as formas da re-
corréncia tocal estao na vizinhanca destes toros, esta é uma boa pista para investigar
o8 atratores.

Se o toro possui dimenséo igual ou superior a guatro, os autores demonstram
entao que, perturbando-se um pouco o sistema, obtém-se um aberto de sistemas que
possuem um atrator estranho que, neste caso, é um solendide. Como estes conjuntos
sao estruturalmente estdveis, nao podem ser negligenciados como uma “patologia
excepcional”, sendo candidatos mais adequados que os movimentos quase-periddicos

para descrever a turbuléncia®.

810s autores afirmam que os atratores estranhos nio podem ser descartados como uma “patologia
ndo genérica”. O que poderia ser interpretado como uma afirmacdo de que estas atraiores sao
P



Na época em que o artigo de Smale fol publicado, ainda nao se tinha nenhum re-
sultado sobre a genericidade do protétipo que ele havia proposto, e este resultado era
um dos objetivos de sua conjectura. Consegilentemente, nada se podia saber sobre a
genericidade da interpretagio empregada por Ruelle e Takens. Tendo demonstrado
que na vizinhanca de um movimento quase-periddico existe um aberto de sistemas
que possuem atratores estranhos, estruturalmente estdveis, pode-se coneluir que os
movimentos quase-periddicos ndo sdo estruturalmente estaveis nem densos. Isto de-
monstra, ac mesmo tempo, o cardter patoldgico ¢ a ndo-genericidade dos movimentos
quase-periodicos. No entanto, no que concerne a genericidade do protétipo proposto
por Ruelle e Takens, nada se podia saber. Sabemos que, se o encontramos, nao o
podemos desprezar, pois sao robustos. Mas seriam eles abundantes?

Nao se sabia. Mesmo no caso de existir uma resposta afirmativa, Ruelle e Takens
observam o quanto a definicdo da genericidade pela densidade pode ser inadequada
para a fisica. O complemento de um conjunto denso pode nao ter medida nula. Qual
seria o tamanho, no sentido da medida, do protétipo que eles haviam proposto, no
espaco de todos os sistemas? Como definir nma medida fisicamente significativa neste
sisterna? Estas perguntas nao foram colocadas pela primeira vez pelos autores que
estudavam a turbuléncia. VArios matematicos nesta época ja estavam trabalhando
comn esta visao do problema, que muda consideravelmente o rumo da teoria.

Sobre o artige On the Nature of Turbulence, podemos afirmar ter sido ele o pri-
meiro passo na procura dos possiveis comportamentos que podemn caracterizar a tran-
sicdo para a turbuléncia, para além dos movimentos quase-periédicos. O protitipo
que eles propoem é apenas um exemplo, que abre uma longa temporada de pesqui-
sas, em fisica teérica e experimental, que vao em diferentes sentidos: desde confirmar
0 cendrio proposto por Ruelie e Takens, até propor novos cendrios. Citamos, em
particular, os cenarios de Coullet e Tresser: o de Feigenbaum: e o da intermiténcia,
proposto pela conjugacao dos fisicos tedricos e experimentais Manneville ¢ Pommeau,
Bergé e Dubois. Sobre a influéncia do ponto de vista de Ruelle e Takens em alguns

destes trabalhos. mencionamos o artigo escrito pela autora em conjunto com Sara

genéricos. Iste nao é verdade, como veremos em seguida. E importante reter agui que a nac-
excepclonalidade dos atratores estranhos empregados por Ruelle e Takens, s6 pode ser justificada
por sua propricdade de estabilidade estrutural.
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Franceschelli{f FRANCESCHELLI & ROQUE, n.d.). Um dos pontos deste trabalho
fol mostrar como certas ferramentas da Teoria dos Sistemas Dindmicos, a partir do
trabalho de Ruelle e Takens, se fazem presentes nos métodos dos fisicos, como € o
exemplo da utilizacio de se¢des de Poincaré, para diminuir a dimensao do modelo na
interpretacdo de certos fenomenos, o que vem reforgar nossa proposicac de que a secao
de Poincaré é um gesto, cujos desdobramentos sao inesgotaveis. Mais geralmente, so-
bre a importancia do ponto de vista da Teoria dos Sistemas Dinamicos no trabalho
dos fisicos, indicamos a tese de Sara Franceschelli Construction de signification phy-
sigue dans le métier de physicien: le cas du chaos déterministe(FRANCESCHELLI,
2001 ).

Terminamos por observar que alguns exemplos vindos da fisica ndicaram aos
matematicos que devia ser falsa a conjectura sobre a genericidade dos sistemas hiper-
bélicos, de um modo mais profundo do que os préprios matematicos haviam pensado.
Citamos, em particular, os exemplos do atrator de Lorenz e do atrator de Hénon,
independentes do trabalho de Ruelle e Takens mas, a principio, descobertos a partir
da metivacao de consideracoes fisicas, levando os matematicos a se debrugarem sobre

suas propriedades.

8.5 Qual é afinal o tamanho do mundo hi-
perbdlico?

Procuramos nesta seciao resumir, muito brevemente, o que acontecen, depois que se
averiguou que a dltima conjectura de Smale nido tinha uma resposta positiva. Deixa-
mos de Jado, tanto nas secdes anteriores como nessa, outros campos importantes de
pesquisa em sistemas dindmicos, menos inspirados pela vontade de classificacio. Na
conferéncia inaugural do coléquio Epistémologie des systémes dynamiques, realizado
e Paris em novembro de 1999, Jean-Christophe Yoccoz inicia sua intervencao, di-
zendo que ela poderia seguir os trés caminhos que passamos a mencionar{ YOCCOZ,
1999).

Como os sistemas dinamicos podem ser vistos como o estudo de fenémenos de
recorréncia em sistemas com lei de evolucéo temporal, um destes caminhos seria

a descrigdo dos diferentes tipos de recorréncia. Uma segunda possibilidade seria
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justamente falar da ambicao de descrever o comportamento da “maioria” dos sistemas
dinamicos, onde seria interessante comentar o que deve se compreender por “maioria”
e como diferentes nogoes de estabilidade se ligam a este propésito. Yoccoz escolhe, no
entanto, uma terceira via: mostrar como os conceitos de hiperbolicidade e de quase-
periodicidade sao diferentes “avatares” na histdria dos sistemas dinamicos e como eles
evoluiram. BEsta andlise se relaciona com variados fenomenos encontrados no estudo
dos sistemas dinamicos conservativos, associados a problemas da mecédnica celeste,
onde hd uma rigqueza inextricavel de comportamentos de ambos 0s tipos.

Estes trés caminhos nido sdo obviamente independentes. Como o problema da
classificacao nos interessa em particular, mencionaremos nesta secdo. brevemente, os
rumos da tentativa de caracterizacao geral dos sistemas dinamicos.

Nao se tem wma resposta precisa a pergunta que intitula esta secao. Nos anos
setenta, fol encontrado um contra~exemplo para a conjectura de que os sistemas estru-
turalmente estaveis sdo genéricos no conjunto dos sistemnas dinamicos: um aberto de
sistemas instdveis. Isto mostrava que a nocio de estabilidade estrutural talvez fosse
excessivamente restritiva e varias tentativas foram feitas no sentide de enfraquecer
esta BOCAC para que a conjectura bdsica continuasse valida.

Mostrou-se finalmente que a nocdo de estabilidade estrutural (incluindo suas vari-
antes) estaria intimamente relacionada ao conceito de hiperbolicidade®. No entanto,
ao contrario do que propunha a conjectura citada, o conjunto dos sistemas hiperbdélicos
estava longe de traduzir o comportamento da maioria dos sistemas dindmicos. A
partir da indicacao de variados exemplos, muitas vezes formulados a partir de con-
sideragbes fisicas {como mencionamos na secao anterior}, comecou-se a notar que o
complementar dos sistemas hiperbdlicos, no conjunto dos sistemas dinamicos, devia
ser muito malor do que se pensava, incluindo compertamentos complexos, ainda lon-
ge de ser compreendidos. Alguns exemplos destes comportamentos sdo as cascatas
de duplicagao de periodo de Feigenbaum, Coullet ¢ Tresser; o atrator de Hénon; o

atrator de Lorenz e a coexisténcia de infinitos pocos®.

82Dentre os nomes associados a estes trabalhos, citamos Robbin, de Melo, Robinson, Liao, San-
nami, Palis ¢, principalmente, Manc.

8 Este fenomeno foi identificado primeiramente por Newhouse, no caso bidimensional e por Palis
e Viana, no caso n-dimensional.
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Este novo universo podia ser denominado o “dark realm” da dinamica®. Sobre os
comportamentos complexos que estariam incluidos neste “dark realm” da dinamica,
podemos fazer uma primeira pergunta: Qual seria o disparador de mudangas bruscas
na dinamica?

Numerosos exemplos mostravam gue, por tras desta dinamica complexa, estavam
presentes as bifurcagdes homociinicas, que tém lugar guando as variedades estdveis
¢ instaveis se interceptam, nao transversalmente. possuindo um ponto de tangéncia.
Funda-se al win outro programa, cujo procedimento é usar as bifurcagdes homoclinicas
como mecanismo principal para se entender os fendmenos complexos que ocorrem fora
do munde hiperbdlico®. Dissemos que a crenca de que o mundo hiperbélico conteria a
maioria dos sistemas dinamicos foi destruida pelo surgimento de exemplos de sistemas
dindmicos com comportamento nao-hiperbdlico persistente, ¢ pode-se esperar que um
sistema nédo-hiperbélico, contendo algum dos comportamentos complexos que haviam
sido encontrados, possa ser entendido a partir das bifurcaces homoclinicas,

() objetivo sera ainda entender a complexidade da dindmica para a maioria dos
sistemas dindmicos nio hiperbélicos. Contudo, neste caso, isto serd feito em um senti-
do distinto do programa inicial que procurava descrever a dindmica para um conjunto
aberto e denso ou para um conjunto residual. Pretende-se, no novo programa, encon-
trar um subconjunto denso no conjunto de sistemas dinamicos tal que todo sistema
neste subconjunto, que naoc seja persistentemente hiperbélico, exiba uma bhifurcacio de
algum tipo. Paralelamente, descia-se descrever os fenémenos prevalentes (no sentido
do tamanho do espago de pardmetros) que ocorrermn na dindmica quando desdobra-
mos uma bifureacao. Complementando esta pergunta, deve-se descrever quais sao os
fenomenos mais comuns, que estao proximos dos elementos de um subconjunto denso
do conjunto de todos os sistemnas dinamicos.

Paralelamente, desde a década de 70, um novo enfoque que transformaria a com-

preensao de uma dinamica em wma nocdo estatistica, havia sido introduzido, dando

84Sobre esta denominagdo e a tomada de conscifneia de que o tamanho deste conjunto era maior
do que se pensava, citamos Falis(PALIS, 1993).

85 A abundancia dos fendmenos que aparecem quando desdobramos uma hifurcacio pode ser es-
tudada usando conjuntos de Cantor e isto significaria uma fusfo entre uma teoria das bifurcagdes e
uma teoria da dimensdo fractal. Alguns tecremas fundamentals desta teoria devem-se a Newhouse,
Palis, Takens, Moreira e Yoceor.



origem a Teoria Ergdédica, do qual faziam parte proeminentes autores soviéticos. Ins-
pirada na mecinica estatistica e na teoria cinética dos gases, formulada inicialmente
por Birkhoft e desenvolvida pela escola russa, esta teoria tem como principal objetivo
“analisar as causas da aparicio de leis estatisticas nos sistemas dindmicos determi-
nistas”, como afirma Sinal, que é um dos protagonistas desta teoria®. Para um
sistema em que as trajetdrias divirjam exponencialmente com o tempo, nao faz senti-
do descrever o comportamento individnal de cada trajetéria e, na Tecria Ergédica, o
comportamento do conjunto de trajetdrias serd descrito por médias. O estudo do con-
junto de trajetérias nao adiciona qualquer mecanismo aleatorio exterior a dinamica
determinista, mas é apenas um processo de avaliacao, uma escolha particular de uma
unidade de medida para definir quantitativamente um grupo de trajetérias com de-
terminado comportamento qualitativo. Dado um sistema com trajetérias sensiveis
as condigdes inicials (“cadtico”}, deduzimos um modo de descrever o conjunto destas
trajetdrias de modo estatistico, associando uma medida ergddica ao espaco percorrido
pelas trajetérias e estudando a regularidade deste conjunto; exatamente como no caso
de um fendémeno aleatorio,

Para o projeto de uma descricao geral do conjunto de sistemas dinamicos, devemos
definir nogoes equivalentes as utilizadas anteriormente— comportamento assintético
tipico, maioria e robustez— mas relativas i abordagem estatistica. Queremos saber
quando um sistema € estdvel e genérico no sentido probabilistico.

Em um modelo fisico., por exemplo, a cada iteracio podemos estar consideran-
do um sistema distinto, obtido do sistema inicial pela adicdo de pequenos ruidoes.
Levando em conta estes ruidos, quais serdao seus efeitos na descricdo estatistica do
comportamento do sistema? Esta descricho € estavel? Quais seus invariantes?

Por que pode-se esperar que alguma estabilidade apareca neste contexto? Como
afirma Sinal, a idéia de que a instabilidade de um sistema dindmico comporta uma
propriedade notavel de estabilidade a pequenas perturbacgdes se baseia conceitual-
mente no seguinte: em um sistema instavel, passado um intervalo grande de tempo,
ja hd uma tal variedade de trajetérias que, se perturbarmos o sistema, ao fim de

muito tempo, as trajetérias do sistema perturbado irdo se aproximar daquelas do

86Usamos o artigo “Laléatoire du non-aléatoire” (SINAL, 1992).
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sistema origiy;
riginal e, como se Passou muito tempo,

sto serd suficiente para que as lei
o ficiente jue as leis
estatisticas se estabelecam.

Um sistema ¢ : e
1stema que, no conjunto de trajetorias, é muito instdvel, ja inclui quase toda a

diferenca possivel, passado um intervalo grande de tempo e, perturbando um conjun-
to tao variado, ndo estaremos acrescentando diferencas qualitativamente importantes.
Daf a estabilidade no conjunto dos sistemas, a partir de uma nova definicao de estabi-
lidade. E importante notar, mals uma vez. que nao ¢ necessario nenhum mecanismo
aleatorio exterior ao sistema; as propriedades estatisticas resultam de propriedades
deterministas, como a instabilidade de uma trajetéria. Quanto rnais instdveis as
trajetorias, mais as propriedades estatisticas se manifestam, globalmente, de modo
estavel.

Diz-se que um sistema dinamico é estocasticamente estdvel se suas propriedades
estatisticas permanecem com a introducao de ruidos®”. A partir das novas definicoes,
mas no espirito do projeto inicial de obter uma caracterizacao geral dos sistemas
dindmicos, Palis propds algumas conjecturas de classificacio. A idéia principal é
mostrar que todo sistema dinamico pode ser aproximado por um outro que contenha

i atisticas bem definidas e estabili-
um niimero finito de atratores com propriedades cstatisticas bem definidas e

] LA THE sintotico do sistema
dade estocastica. Os atratores caractenzam © comportamento assintotico
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sistema original e, como se passou muito tempo, isto serd suficiente para que as leis
estatisticas se estahelecam.

Um sistema que, no conjunto de trajetdrias, é muito instdvel, ja inclui quase toda a
diferenca possivel, passado um intervalo grande de tempo e, perturbando um conjun-
to tao variado, ndo estaremos acrescentando diferencas qualitativamente importantes.
Dai a estabilidade no conjunto dos sistemas, a partir de uma nova definigao de estabi-
lidade. E importante notar, mais uma vez, que ndo é necessario nenhum mecanismo
aleatdrio exterior ao sistema; as propriedades estatisticas resultam de propriedades
deterministas, como a instabilidade de uma trajetdria. Quanto mais instiveis as
trajetorias, mais as propriedades estatisticas se manifestam, globalmente, de modo
estavel,

Diz-se que um sistema dindmico é estocasticamente estdvel se suas propriedades
estatisticas permanecem com a introducio de ruidos®’. A partir das novas definigoes,
mas no espirito do projeto inicial de obter wma caracterizacdo geral dos sistemas
dindmicos, Palis propos algumas conjecturas de classificacdo. A idéia principal é
mostrar que todo sistema dinamico pode ser aproximado por um outro que contenha
um nitmero finito de atratores com propriedades estatisticas bem definidas e estabili-
dade estocdstica. Os atratores caracterizam o comportamento assintético do sistema
e, para que sua descricdo contenha informacao significativa sobre o sistema como um
todo, a conjectura acrescenta a exigéncia de que a unido das bacias de atracaoc recu-
bra o espago ambiente {no sentido da medida). Além disso, perturbando o sistema,
continuamos tendo um mimero finito de atratores com as propriedades acima. Mais
precisamente, apds a periurbacio, a medida da bacia destes atratores é quase total;

isso significa que aquilo que estd sendo introduzido de novo possul medida guase nula.

8.6 O papel da excecao e do erro em matemaéatica

Desde a origem da Teoria dos Sistemas Dindmicos, identificamos uma tensao entre

comportamentos excepcionais e gerals que sempre foi wm componente fundamental

“TDestacamos, na definigio desta propriedade, o trabatho de Marcelo Viana. FEste afirma, em
entrevista a4 autora(VIANA | 1997}, a crenga de que a grande maioria dos sistemas sejam estocastica-
mente estaveis. Isto porque, por um lado, os exemplos que se conhecem gue nio o sdo, correspondem
a situagdes muito particulares e, por outre lado, ha amplas classes de sistemas, que foram estudadas,
em que se mostrou que o8 sistemas 3480 estocasticamente estdvels.
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no seu desenvolvimento, O potencial genético desta tensao nao é estrangeiro a ma-
tematica e, por esta razdo, decidimos insistir sobre este aspecto.

No artigo de Poincaré, “Sur les courbes définies par une équation différentielle” ja
se falava de comportamentos excepcionais, como era o caso de uma singularidade de
tipo centro. A excepcionalidade de um centro ganhou um sentido matemadtico preciso
guando Poincaré identificou-a & necessidade da anulacdo de um nimero infinito de
constantes. Sabemos hoje. estando munidos do espaco (de dimensdo infinita) dos
sistermnas, que trata-se do drama de um sub-espaco de codimensio infinita.

Ao mesmo tempo em que a excepcionalidade matematica se torna precisa, neste
caso, ela se distancia da excepcionalidade fisica. O caso dos centros nao podia ser
desprezado pois, no dizer do proprio Poincaré, ele constitufa justamente a situacio
encontrada ao se estudar “as equacoes gerais da dinamica”. Sabemos hoje serem tais
equactes associadas aos sistemas conservativos e que o “problema dos centros” era
produto da dificil questao sobre a integrabilidade destes sistemas,

Deste 1ultimo ponto, Poincaré estava bem consciente, tendo desenvolvido uma
teoria que, como dizia Hadamard, faz com que os exemplos que conheclamos ante-
riormente, onde sabiamos integrar, passassem a ser vistos como casos degenerados.
Birkhoff atribui o papel proeminente de equactes excepcionais, como sao as equaqoes
da dinamica, & coincidéncia entre o que ele denominava estabilidade completa e a
situacdo eliptica. Conhecemos hoje o quanto podem se apresentar intrincados com-
portamentos hiperbélicos e elipticos nas interpretacdes matematicas do problema da
estabilidade do sistema solar. Atestamos assim. além da diferenca entre caso conser-
vativo e dissipativo, wma tensdo entre comportamentos hiperbélicos e elipticos.

A tensdo entre casos excepcionais e gerais, a partir dos centros, se desdobraria em
certas oposigoes: entre situacao integrdvel e situacao geral; entre caso conservativo e
caso dissipative. Mas uma tensdo implicita entre comportamento eliptico e compor-
tamento hiperbdlico permanece. A figura abaixo, tivada do artigo de Alain Chenciner
que define “systémes dynamigques” na Encyclopédie Universalisf CHENCINER, 1985),
¢ a imagem de fendmenos que podem ocorrer em wma pequena vizinhanca de um pon-

to fixo eliptico de uma aplicacdo de Poincaré:
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Da constatagao da excepcionalidade matemadtica associada as “equacées da dina-
mica”, retemos principalmente que ela se distingue da excepcionalidade fisica. Este
nao sera o caso, em principio, da definicdo da estabilidade estrutural. Quando a
questao da estabilidade se coloca neste nivel, ela se associa a possibilidade de mate-
matizacdo de um sistema fisico. Exigir a estabilidade estrutural significa eliminar os
comportamentos “excepcionais”, onde esta palavra designa sistermnas “patoldgicos”,
cujas propriedades qualitativas se destroem facilmente,

Em todos os nivels a estabilidade se associa a uma propriedade de permaneéncia.
A estabilidade definida no conjunte de trajetorias de um sistema dindmico tinha
0 mesmo objetivo, mas procurava responder uma pergunta sobre wm dado sistema
fisico. A partir da nocdo de estabilidade cstrutural sio estabelecidas classes e procura-
se estudar a abundéincia destas classes no espaco de todos os sistemas dindmicos.
Privilegia-se o dominic onde os sistemas habitam no lugar dos sistemas individuais
que constituem um tal dominio. Estabelece-se assim um novo problema, para o qual
as respostas versam sobre as propriedades “essenciais” e este problema é colocado em
um outro nivel.

Nao estudamos mais objetos individualmente, mas classes de objetos que excluam
as patologias e impomos que estas classes sejam abundantes. Neste novo problema
a questao da excepcionalidade se reparte em duas: robustez e genericidade. Temos

diferentes definicoes possiveis para a genericidade, como densidade e como medida.
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Poderiamos dizer que um sub-espaco de codimensao infinita ¢ trivialmente excepeional
neste caso. Sabemos também que um conjunto denso pode ter medida nula.

Para a genericidade entendida como densidade, vimos que a ferradura foi um
contra-exemplo para a conjectura de que os sistemas Morse-Smale sdo genéricos.
Mencionamos que ha também alguns contra-exemplos para a conjectura de que os
sistemas hiperbdlicos sao genéricos. Estes exemplos, gue pareciam excepcionals, aca-~
haram por se mostrar estdveis e apresentar um tipo de “estabilidade da instabilidade”.
Poderfamos falar, por isto, de um fracasso das conjecturas de classificacio?

Preferimos dizer o contrario. Tais objetos fundaram novos métodos que engen-
draram outros objetos. A excecéo pode ser entendida, neste caso, como uma medida
da tensao entre o que descreve e o gue fica de fora. Certos objetos estavels resistem
a qualquer tentativa de classificacio que os exclua e forcam o desenvolvimento da
teoria. A caracterizacdo dos sistemas Morse-Smale serviu para que delimitassemos o
desconhecido, um fora, onde habitavam, por exemplo, 0s pontos hotmoclinicos.

Mas a partir dai, conhecemos os exemplos dos difeomorfismos de Anosov, dos
quais o fluxo geodésico de Hadamard era um caso particular. O caso integravel, que
era excepcional, se alarga: sistemas globalmente hiperbilicos podem ser vistos como
geometricamente integrdvers. Isto porque, como vimos, a abordagem qualitativa muda
o sentido da palavra solugdo.

Se os candidatos a classificagao dos comportamentos gerais se revelam excepci-
onais, este ¢ um belo exemplo da natureza dinamica do movimento das idéias ma-
tematicas. Reencontramos inumeras vezes, na histéria da matematica, uma situagio
parecida. Considerando os paradoxos da Teoria dos Conjuntos, ou a descoberta dos
incomensurdveis, Cavailles ja pontuava que:

et comme ailleurs la nécessité dialectique se masque sous un échee, Uezperience
novvelle n'est donnée gue par un effort positif d authentique aperception”.

O movimento de generaliza¢do é bastante poderoso no nascimento de uma nova
teoria, mas ele é um mowvimento. A excecao esconde uma tensido mais profunda que
¢ o indice da urgéncia dos problemas gue, como dizia Lautman, constituem o tinico a
priorida matemadtica. Afirmar esta tensiao e compreender as sinteses que ela engendra

é um modo afirmativo de se aproximar do pensamento matemaético.



Um fato excepcional, como um contra-exemplo, em particular, os exemplos de
que falamos neste capitulo, nao sdo “falha”. ou como um “erro”, das conjecturas de
classificacdo. Mesmo quando ele se integra a uma nova teoria, ele insiste no contexto
em que estd incluido, deixando-se entrever sob novos recortes. Dieudonné ja havia
denunciado falsas oposi¢ées em matemadtica que escondem tensoes mais profundas.
Por exemplo, o finito e o infinito, o discreto e o continuo, o local e o global, a dlgebra
e a andlise, 0 comutativo e 0 nao comutativo. Ele conclui, em seu prefdcio ao livro de
Lautman(DIEUDQN:\TE, 1977), que estas oposi¢des sdo aparéncias superficiais que,
de fato, mascaram pdlos de tensdo no seio da matematica. De tal tensao, emanam os
mais notdvels progressos emn matematica.

A matemdtica ndo se constitui apenas da teorta matematica, mas de fatos e objetos
matemadaticos que oferecem uma resisténcia ao esquema teérico que tenta abarca-los.
Desta resisténcia pode nascer uma nova teoria € € neste sentido que defendemos uma
realidade propriamente matemdtica. Da inesgotabilidade deste processo, garantimos a
inesgotabilidade da matemadtica e a irredutibilidade desta matematica a uma extensao
unificada e progressiva de teorias. Esta é também uma afirmacido de Lautman, ao
insistir sobre o papel dos problemas em matemadtica tal como o descrevemos no quinto
capitulo.

Seria infeliz uma tentativa de classificagio que desse certo imediatamente, sem
descortinar novos objetos, inesperados. Um momento de génese se mascara em uma
falha, em wm erro ou em um comportamento excepcional. Poincaré sintetiza em uma
bela frase o que procuramos eshocar:

“A elegancia pode provir do sentimento do imprevisto, pelo encontro inesperado
de objetos dos quals ndo estamos acostumados a nos aproximar.

()

Para obter um resultado que tenha um valor real. nao basta colocar as coisas em

ordem. Nao é apenas a ordem, ¢ a ordem inesperada que vale alguma coisa”.
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Nio pretendemos, nesta conclusao, analisar os capitulos anteriores, visando qual-
quer espécie de sintese. Nosso objetivo é confessar, neste momento, as motivagoes
filosGlicas que acompanharam todo o desenrolar do fexto. Falamos de Leibniz; con-
vocando-o iniclamos, € terminaremos esta tese.

Em primeiro lugar, faremos uma breve critica ao problema do determinismo, a
partir da gual seremos levados a substitui-lo por um problema de uma outra natureza:
a determinacao. Um problema de determinacao que aparecce da filosofia de Leibniz,
onde o célculo diferencial tem um papel constitutivo. Por este motivo, ao falarmos
de equactes diferenciais, incluimo-nos diretamente nesse pensamento, sem precisar
passar por nenhuma relacdo exterior, seja ela analdgica ou metaférica.

Tentaremos identificar, em seguida, como a andlise qualitativa das equacdes di-
ferenciais participa da determinacao e, principalinente, em gue ponto ela se insere.
Retornaremos, na verdade, aquilo que foi nossa questio desde o inicio: a introducao
do pensamento qualitativo. A partir daf, nfio nos estenderemos muifo mais nesta con-
cluséo, pois a continuacao remete ao nascimento da Teoria dos Sistemas Dinamicos
e, portanto, & prépria tese que acabamos de escrever.

Rarissimas vezes, ao longo deste trabalho, tocamos no problema do determinismo.
Mesmo tendo tratado da Teoria dos Sistemas Dinamicos, onde aparecem os compor-
tamentos ditos “cacticos”, que parecem fundar nma bifurcagio entre o postulado do
determinismo e a previsibilidade. H4d uma razio para esta escolha.

Muito j& se disse sobre este assunto, partindo quase sempre do célebre enunciado de
Laplace, que atribui a uma inteligéncia superior, que conhecesse as for¢as que animam
a natureza e a situagdo dos seres, a completa inteligibilidade do mundo. Isto porque,
neste mundo, os estados sucessivos do universo seriam causados progressivamente, o
posterior pelo anterior. Ou seja, o universo é “determinista” e nao regido pelo acaso.
Laplace ndo emprega a palavra “determinismo” ¢ ndo € suficientemente claro, nesta
descricdo do problema, a que se atribui o principio de determinacio. Expresso na
pena do autor, lemos somente causalidade.

Talvez para resolver este problema, identifica-se fregiientemente. ao postulado de
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Laplace, o teorema de existéncia e unicidade para as solucdes das equacoes diferen-
ciais®®. Deste modo se esclarcce que o principio causal é expresso por uma equacao
diferencial— protétipo das leis da natureza-— e que o determinismo se associa, mais
especificamente, & garantia de que existe uma e apenas uma sohucido desta equagao
por cada condicio inicial. Conhecendo-se, entao, as condigdes iniciais com toda a
precisao necessaria, sen passado ¢ seu futuro estariam completamente deferminados.

Esta precisao, fornecida pelo teorema de existéncia e unicidade, nfo esta contida,
evidentemente, no enunciado de Laplace. Laplace era leitor de Leibniz e, em seu
Essai philosophique sur les probabilités, ele insere a célebre citagao, apds o seguinte
pardgrafo:

“Os acontecimentos atuais tém com os precedentes uma ligacdo fundada sobre
o evidente principio de que uma coisa ndc pode comecar a ser sem que uma causa
a produza. Este axioma. conhecido pelo nome de principio da razao suficiente, se
estende as proprias acoes que juigamos indiferentes. A vontade mais livre ndo pode,
sem um motivo determinante, faze-las nascer; pois se, todas as circunstancias de duas
posicoes sendo semelhantes exatamente, ela agisse sobre uma e se abstivesse de agir
sobre a outra, sua escolha seria, com efeito, sem causa: ela seria entdo, diz Leibniz, o
acaso cego dos epicuristas. A opinido contraria é uma tlusao do espirito que, perdendo
de vista as razoes fugitivas da escolha da vontade nas coisas indiferenses, se convence
de que ela se determinou por si mesma e sem motivos™®”.

A motivacdo de Laplace, que ele ird reiterar no pardgrafo subseqgiiente, é afirmar
o principio da razao suficiente e encontramos. no trecho acima, explicitamente, a
mencao ao fato de que as coisas sao determinadas por causas. Sabemos porém que,
ainda que ele fenha se servido da filosofia leibniziana, as preocupagoes de Laplace

nao eram propriamente filosoficas, mas serviam a uma justificativa de sua teoria

%8 Que analisamos no primeiro capitulo.

89 “Les évépements actuels ont avec les précédents vne laison fondée sur le principe évident.
qu'une chose ne peut pas commencer d'étre, sans une cause qui la produise. Cet axiome, connu sous
le nom de principe de la raison suffisante, s'étend aux actions mémes que U'on juge indifférentes,
La volonté la plus libre ne peut sans un motif dérerminant leur donner naissance; car si, toutes les
circonstances de deux positions étant exactement semblables, elle agissait dans Pune et s'abstenait
d’agir dans I'autre, sen choix serait en effet sans cause: elle serait alors, dit Leibniz, le hasard aveugle
des épicuriens. L’opinion contraire est une illusion de Vesprit qui, perdant de vue les raisons fugitives
du choix de la volonté dans les choses indifférentes, se persuade qu'elle g'est determinée d'elle-méme
et sans motifs” (LAPLACE, 1986, p.32).



das probabilidades™. Recorremos assim a Leibniz, para lembrar que seus escritos
faziam questdo de afirmar que o principio da razdo suficiente n&o é um principio de
causalidade. E verdade que a razdo suficiente deve se encontrar nas coisas que, de
fato, povoam o universo. Mas a variedade infinita destas coisas pode nos levar longe
demais na busca de razdes cada vez mais particulares e detalhadas:

“Ha uma infinidade de figuras e movimentos presentes e passados entrando na
causa eficiente deste meu ato presente de escrever {...}. E, como todo este pormenor
{(détail) s6 implica outros contingentes anteriores que podem ser mais pormenorizados,
cada qual necessitando, ainda, de andlise semelhante para encontrar sua razio, nada
se adianta por este caminho, e é preciso que a razao suficiente ou dltima esteja fora da
seqiléncia ou séries deste pormenor {déiail} das contingéncias, mesmo que a seqiiéncia
seja infinita” (LEIBNIZ, 1974a, p.66 e 67).

A questdo de Leibniz é, com efeito, inversa a de Laplace. Nao se trata de supor
a impossibilidade do conhecimento das causas e fundar uma teoria baseada em tal
ignorancia; mas nao se trata, tampouco, de remontar das coisas as suas causas. E
preciso saber como a razdo suficiente se propulsa em direcdo & existéncia das coisas.

() determinismo sai de cena para dar lugar ao problema da determinacgao. Tal é a
razao da escolha que permeou nossa tese, a de nao discutir as idéias de causalidade,
determinismo e previsibilidade. Mesmo que estas questoes possam ser pertinentes
guando falamos de matematizacio dos fenémenos fisicos, elas se tornam dispensdveis
ao nos concentrarmos sobre a génese das idéias matemdticas,

Nosso objeto principal, nesta tese, foram as equacdes diferenciais e a atribuicio
de um novo sentido para a resolugdo destas equagdes. Afirinamos, inspirados por
Leibniz, que uma equacio diferencial estabelece as condicoes para a génese de um
novo ser matemidtico (solugdo), a partir de uma relacio diferencial.

Ao falar do problema de quadraturas, Leibniz observa que alguns métodos nos
permitem antecipar resultados desconhecidos, deixando-nos raciocinar sobre suas con-

dicées de possibilidade sem ¢que encontremos verdadeiramente solugdes. Por outro

“Em um texto profundo, onde distingue as nogdes de rezdo e de cause, Cournot questiona a
prépria concepgao do que é o acaso para Laplace, observando que o objetivo da teoria das probabili-
dades fundada por este dltimo, é o de tornar as aplicacdes mais seguras, desprezando a investigacdo
dos graus de independéncia ou de solidariedade entre os fendmenos. Ver (COURNOT, 1843), espe-
cialmente “De la distinction entre Uidée de raison et Vidée de couse— de la définition du hasard”.



lado, tal constatacao tem como contrapartida o fato de que o acabamento do cdlculo
explicito pode ser muitas vezes iniitil™*. Podemos ter informacdes substanciais quanto
a possibilidade ou impossibilidade de uma quadratura sem resolve-la, deduzindo-as
do conhecimento de uma relacdo{ou razao). sem conhecer o valor dos termos que a
compoem.

As diferencials podem determinar algo, para Letbniz, quando entram em relagéo.

A razao % é uma relagao que possul uma natureza distinta dos objetos que a cons-

tituem. Esta observacido € muito importante na obra de Leibniz, pois as diferenciais
dx e dy sao indeterminadas, admitindo-se que elas nao derivamn das quantidades va-
ridveis z e y. Se as diferenciais fossem definidas a partir das quantidades varidveis
primeiras, r e y, elas se reduziriam a um nada, posto que as diferencias se anulariam
como quantidades varidveis infinitamente pequenas.

Origina-se neste ponto a freqliente incompreensio da inseparabilidade da obra
matematica e da obra filoséfica de Leibniz. O infinitamente pequeno nio indica con-
tradi¢do alguma se invertemos as prioridades. como Leibniz, afirmando que as dife-
renciais sao indeterminacdes primeiras em: relacie as quantidades varidveis ordindarias.

Livres do atrelamento as varidveis x e y, as diferenciais dx e dy podem entrar em
relagao. Por esta razao podemos dizer que a relacao entre as diferenciais tem uma
realidade independente dos termos que a compdem. De um pals qualquer, tomado
ao acaso e habitado por seres humanos, podemos dizer que o mimero de olhos é o
dobro do namero de narizes. Mesmo se ndo sabemos o que € o dobro, esta relacao
pode ser afirmada independentemente dos olhos e dos narizes, ou do nimero de olhos
e narizes. Podemos dizer, de outro modo. que a realidade da razao é independente e
distinta da realidade do mimero natural, associada fregilentemente a contagem.

O caso da diferencial f}% é analogo, porém deveras mais profundo. A relagio
diferencial da origem aos termos que relaciona. Como ja dissemos, diferentemente do
caso das bocas e dos narizes, as quantidades variaveis nao sao primeiras em relagio
a diferencial. Ao contrario. a relacio diferencial é a responsavel pela génese destas
quantidades. motive pelo qual esta relacdo se torna mais evidentemente real: por gerar

as quantidades varidveis. Ainda que sua realidade ndo esteja no mesmo dominio que

"1Referimo-nos aos capitulos 1 e 7 para a analise da sitnacio andloga no problema das equacdes
diferenciais.
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0s objetos que relaciona, uma vez que habita o campo do possivel.

Ora, quando escrevemos uma equacao diferencial e associamos uma relacao entre
diferenciais a uma funcao, estabelecemos como a relagao entre as varidveis se associa
as proprias variaveis. Temos, portanto, um principio de determinacio que associa
duas realidades distintas: a das relagdes diferenciais e a das varidveis.

No dominio das variaveis, o teorema de existéncia e unicidade nos diz sob que
condigdes garantimos que todas as solugdes de uma equacio diferencial estdo bem
determinadas: existem e sao uUnicas para cada condicao inicial. Trata-se, portanto,
de um teorema de determinabilidade da solucao de uma equacdo diferencial.

Leibniz atribui um significado especial a palavra determinagao, relacionando-a a
um problema. Quando investigamos uma relacdo semn dar atencio aos termos que
a compdem, raciocinamos sobre as condi¢des de determinacdo de um problema. A
equacao diferencial seria, portanto, um problema que é determinado {como proble-
maj por associar wma instancia ideal {relacdo} a nma funcio. Intrincadas na equagio
diferencial, destacam-se trés camadas: a relacdo determinavel entre diferenciais in-
determinadas; a determinacao do problema através de uma equagdo diferencial; a
solucio determinada que € a solugio da equacio diferencial.

Estas trés camadas se assoclam diretamente as trés instancias do problema, tal
como elas sao postuladas por Lautman ¢ descrevemos no quinto capitulo™. Ao in-
sistirmos sobre a primazia dos problemas como instauradores do progresso em ma-
temdtica, aproximamo-nos novamente da posicio de Leibniz. Yvon Belaval, em sua
analise da discussdo entre Leibniz ¢ Descartes, afirma que, longe de conceber a questao
do progresso ou como resolvivel ou como antindmieca, Leibniz a pensa sob o modo pro-
blemadtico:

“Leibniz trata de conciliar as duas teses: o mundo é ao mesmo tempo acabado e
por acabar” .

Esta afirmacio estd associada as equacoes diferenciais, cuja analise qualitativa foi

objeto de nossa tese. Na visdo qualitativa sobre as equacoes diferenciais, da qual

™ A participacdo da instdncia problema no desdobramento da determinacio ¢ um ponto funda-
mental da filosofia de Gilles Deleuze, conforme (DELEUZE, 1988, Cap.IlI e IV}, Ein umn texto sobre
a obra de Albert Lautman, Jean Pctitot ohserva que Deleuze é wim dos raros filésofos que se deu
conta da importincia desta obra(PETITOT, 1987).

T Leibniz tiche {...) de concilier les deux théses: le monde est 4 la fois achevé et inachevo-
bie"(BELAVAL, 1960, p.273}.
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falamos das origens e preceitos, temos informacdes importantes sobre as solugoes,
analisando apenas o problema dado por uma equacgdo diferencial. Problema que
inclul as condicoes de que necessita para a obtencao de solugdes, nac necessariamente
analiticas.

Estd em jogo, nos métodos qualitativos, wma questao relativa a determinacao:
determinacao do problema e determinacao da sclugao, a partir de suas condigoes
dadas no problema. Interrogamos, nesta conclusdo, como os métodos qualitativos se
inserem no esquema de determinacio, tal como acabamos de descreve-lo.

O teorema de existéncia e unicidade, além de estabelecer as condigoes da deter-
minacdo, determina efetivamente as solucdes no ambito local. Partindo de métodos
semelhantes, vimos, no segundo capitulo, como a determinacao local foi bem resolvida
na vizinhanca das singularidades, tendo estabelocido os casos em que deserevemos as
solugdes por tal on tal modo de descricdo. Modos que podem construir efetivamente
as solucoes quando as condigdes impoem uma grande rigidez de estrutura, ou ainda
classifica-las topologicamente, aproximando-nos mais de esquemas de génese que de
esquemas de estrusura.

Tomando a equacio diferencial {condigdes do problema), era preciso, a principio,
determinar efetivamente as solucdes como integrais, o que resolveria o problema glo-
balmente ao modo de quadraturas. Dada a impossibilidade deste método, procurou-se
determinar as solucoes por séries que as aproximariam, sendo a precisdo infinita des-
ta aproximacao garantida pela convergéncia das séries. No entanto, mencionamos,
por exemplo no capitulo 7, que estas séries, na maloria dos casos, nao convergem, o
que traz profundas consegiiéncias. Nao apenas nio podemos garantir a convergéncia,
como atestou-se a inutilidade de solucdes convergentes para fornecer informacdes qua-
litativas que se tornaram essenciais; constatagio que ja estava presente na observacao
de Leibniz sobre as quadraturas. Ao passarmos a determinacdo global, em dimensdes
maiores que dois, o problema se complica consideravelmente. Vimos, nos capitulos 3
e 4, como demos os primeiros passos para penetrar no global e, no capitulo 8. tivemos
uma idéia da insisténcia dos comportamentos inesperados que foram encontrados.

Dissemos que a equacio diferencial ¢ completamente determinada como problema,

wma vez que estabelece as condicdes do problema. Sobre as solugdes, precisamos saber
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como se determinam a partir de tais condices. O teorema de existéncia e unicidade
¢ um principio de determinabilidade que estabelece as condi¢des de determinagio
das solugdes. Deste principio, se originam as tentativas de solucdo por séries, mas
nao atingimos, deste modo, a generalidade desejada na descrigao das solucdes das
equagoes diferenciais.

A andlise qualitativa parte de win retorno as condi¢tes do problema para instaurar,
a partir dai, novas condi¢des de determinabilidade para as solucoes. Nao esquegamos
que o primeiro passo de Poincaré em direcio aos métodos qualitativos fol a conside-
racao do conjunto de solugoes como um todo e a demonstragao de propriedades deste
conjunto, propriedades que estdo na origem da defini¢do de wm sistema dinamico
como um fluxo.

Ou seja, as condig¢oes do problema fornecem as condigoes de resolubilidade que
sa0, por sua vez, distintas, para cada maneira diferente de se conceber a palavra
solugdo. Os casos de solugdo ja estdao presentes no problema, em poténcia; resolver é
atualizar tais potencialidades. De modo fiel & natureza do problema, na sua qualidade
de ser determindvel.

Leibniz acreditava que os seres tendem sempre a existéncia pelo caminho da mai-
or determinacao. Mas a determinacido ndo € quantitativa. No caso da procura de
maximos e minimos no Céleulo Diferencial, a partir de um mesmo método, encontra-
mos indistintamente ¢ malor ou o menor. Um extremo é sempre o mais determinado,
nao importando seu valor, mas sua natureza. Para Leibniz, a determinacao nao é
quantitativa, mas sempre qualitativa.

Uma teoria ¢é tanto mais acabada, quanto mals ela permite antecipar resulta~
dos desconhecidos. Em sua introducdo i publicacdo do livro Naissance du calcul
différentiel, reunindo diversos artigos de Leibniz, Marc Parmentier descreve a im-
portancia que tinha, para Leibniz, o método de séries indeterminadas, exatamente
por permitir antecipar resultados desconhecidos e refletir sobre suas condicdes de
possibilidade, “tornando inteiramente imiteis, em certos casos, a conclusao explicita
dos calculos” ™.

Desde as justificacfes da abordagem qualitativa, faz-se presente o seu talento para

™ Rendant tout bonnement inutile dans certains cas 'achévement explicite des caleuls” (LEIBNIZ,
1989, p.49).




entrever seus proprios limites e as condicées de possibilidade de seus resultados, sem
necessidade do caleulo efetivo das solugdes. Mais do que isso, a descrigao qualitativa é
considerada uma solucio, bem determinada qualitativamente, e este é o fundamento
da Teoria dos Sistemas Dindmicos.

Operando diretamente sobre o determindvel (o problema}, o advento da teoria
gualitativa testemunha a irredutibilidade do potencial ao atual. Extrai-se deste enun-
ciado o sentido em que afirmamos, ao longo deste trabalho, uma realidade para a
matematica. Para falar desta realidade. mencionamos, entre outros, o pensamento
de Cavailles e de Lautman; a resisténcia dos seres matemdticos; a persisténcia das
tensoes e dos problemas em matemdtica; o movimento de pensamento expressc por
U1 gesto.

Vimos que, em Leibniz, também se faz presente a afirmacio de que a matemadtica
é real. Real do modo cono sao reais as relacoes diferenciais, ou seja, como relagoes.
Citamos uma outra vez a bela introducdo de Parmentier, quando este afirma, sobre
as diferencials, que estas sao “seres anfibios de duas faces, cujo anverso é quantita-
tivo, mas o reverso ¢ a face cega que elas apresentam as regras e as operagdes do
calculo” {LEIBNIZ, 1989, p.39).

Sua face operatoria é a unica face visivel, dando lugar, no mundo, a relagdes
efetivas entre seres que ocupam 0s mesmos papéis daqueles que compdem as relagdes
potenciais, e que habitam a face cega.

Ao invés de percebermos a criacdo sob o regime do empirico, investigamos como
o empirico se fundamenta e se determina. A matemaitica nio pode ser concebida a
partir do empirico, sobretudo porque ela nao possui os tragos do sensivel. A partir
desta inversao, é possivel introduzir, de outro modo, a questio sobre a participagdo
da matematica no mundo empirico e pensar, por conseguinte, sua mistificada relagdo
com a fisica. Analisamos, na segunda parte de nossa tese, a questao da estabilidade
e o modo problemdtico como ela se insere entre fisica e matematica.

Quando dizemos que a matematica se aplice A fisica, estdo implicitos dois precon-
ceitos: a matematica fornece uma linguagem para a fisica que, por sua vez, oferece
uma possibilidade de realizacio efetiva para os objetos abstratos da matematica. Es-

ta concepcao é prejudicial para ambas. Por um lado, a matematica se esvazia como
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um jogo légico abstrato que precisa da fisica para ganhar realidade. Mas, por outro
lado, a fisica é negada como saber incompetente para constituir um modo de falar de
si mesmo’®.

E preciso pensar o fisico-matemadtico como tal, afirma Gilles Chitelet, denunci-
ando, como heranca aristotélica. a subordinacao ontolégica da mobilidade das coisas
sensiveis a indeterminacbes abstratas:

“Pode-se conceber seres fisico-matematicos gue ndo sejam irremediavelmente sub-
jugados aos apetites do mundo, semn fazer deles figuras abstratas fadadas a existir por
procuracio?” (CHATELET, 1993).

Conceber a matemadtica como reserva de modelos para o conhecimento do mundo,
significa negar, ao mesmo tempo, a fisica e a matemadtica. Por este motivo, pouco
falamos de problemas derivados da Teoria dos Sistemas Dindmicos que se associam
aos limites da modelizacao. Por exemplo, a sensibilidade as condicoes iniciais, usual-
mente associada a dificuldade de previsdo. Os sistemas expansivos, que possuem esta
propriedade, sao, em principio, previsiveis e a expansividade mede o custo de uma
previsao razoavel, Trata-se, portanto, de um problema pratico.

Mas, como afirina René Thom, “prédire n’est pas expliquer” (THOM, 1991). Expli-
car pao € prever tampouco. Nem perseguir uma seqiiéncia de causas indefinidamente
detalhadas.

Na evidéncia de uma certa situacdo ou de um certo fendmeno, um movimento
de pensamento ¢ forgado a dar as costas para as circunstancias explicitas, para sair
em busca de suas razées. Do contrario, imersos no sensivel, seriamos tentados pela
aceitacao das evidéncias superficiais e nao constitulriamos ciéncia alguma.

A partir de um estado de colsas, uma experiéncia de pensamento fem lugar, como
propoe Chatelet, ao procurar o gesto que permiitiu a determinacao. O elemento fisico-
matematico que este filosofo propoe se situa no préprio desenrolar da determinagao
¢ a resposta se aproxima, mais uma vez, da filosofia de Leibniz’®.

Defendemos, ao final, a dupla irredutibilidade da matematica: ao mundo sensivel

"*Para uma analise deste problema, de um ponto de vista fisico, indicamos o livro de Lévy-
Léblond(LEVY-LEBLOND, 1982). O autor afirma que a fisica possui, com a matemitica, uma
relacdo de constituicdo, que ndo pode ser reduzida a uma relagio mstrumental, ou de aplicagéo.

T8E como se a matemdtica incluisse intrinsecamente uma fisica e, talvez, seja esta & razdo do bem
sucedido casamento entre a matematica e a fisica.
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e as idéias abstratas. Irredutibilidade esta que é a condi¢ao de possibilidade do
pensamento, inclusive, do préprio sensivel,

Renunciamos a aceitacao do empirico como tal, mas ao mesmo tempo, enquanto
procurarmos explicar o sensivel, movel e cambiante, por idéias abstratas e fixas, nao
compreenderemos a determinacio. Por este motivo, 08 possiveis ndo bastam por
sl mesmos, é preciso que eles tendam a determinacdo. Tal é o momento genético

associado & razao suficiente: a potencialidade requer uma determinacao.
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